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1 はじめに

本稿では、積の微分の証明を 2,3 紹介する。

f = f(x) の導関数は、

f ′ = f ′(x) = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
(1)

と定義される (教科書 [3] p28上)。ここで、∆xは xの増分 (変化)、∆f は、∆x

に対する f の増分、すなわち

∆f = f(x+∆x)− f(x) (2)

である。教科書は h で書いてあるが、(1) の ∆x を h と思えばよい。

定義 (1) は、プリントで示したように、

f ′ = f ′(x) = lim
t→x

f(t)− f(x)

t− x
(3)

と書くこともできる。

2 教科書の証明

まずは、教科書 [3] に書いてある証明 (p33) から。

(f(x)g(x))′ = lim
∆x→0

∆(fg)

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x+∆x) + f(x)g(x+∆x)− f(x)g(x)

∆x
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= lim
∆x→0

{f(x+∆x)− f(x)}g(x+∆x) + f(x){g(x+∆x)− g(x)}
∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
g(x+∆x) + f(x) lim

∆x→0

g(x+∆x)− g(x)

∆x

= lim
∆x→0

∆f

∆x
lim

∆x→0
g(x+∆x) + f(x) lim

∆x→0

∆g

∆x
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

教科書の式に比べて 3 行目, 5 行目の式を追加しているところが違うが、実質

的に同じものである。

この証明の鍵は、2行目の部分の真ん中で、分子に f(x)g(x+∆x)を引いてそし

て同じものを足す (結果として増減なし)、という式を追加することで、分子に

∆f , ∆g を作り、そこから積の微分の式が得られているのであるが、これは初

学者には思いつかない技巧的な方法で、自然に積の微分の公式が得られる、と

いう方法ではないように思う。

なお、この証明は、むしろ定義 (3)の式を用いた方が式としては見やすくなる。

(f(x)g(x))′ = lim
t→x

f(t)g(t)− f(x)g(x)

t− x

= lim
t→x

f(t)g(t)− f(x)g(t) + f(x)g(t)− f(x)g(x)

t− x

= lim
t→x

{f(t)− f(x)}g(t) + f(x){g(t)− g(x)}
t− x

= lim
t→x

f(t)− f(x)

t− x
g(t) + f(x) lim

t→x

g(t)− g(x)

t− x
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

といった具合で、x+∆x (教科書の場合は x+ h)が出てこないので、少し式自

体が短くなり見やすいだろう。

3 関数の増分を用いた証明

次に、関数の増分を用いた証明を紹介する。これは、証明の最初の行は前節と

同じであるが、(2) より、

f(x+∆x) = f(x) + ∆f, g(x+∆x) = g(x) + ∆g
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と書くことで、分子の f(x+∆x), g(x+∆x)を関数の増分 ∆f , ∆g で表し、そこ

から「自然な式変形」で積の微分の公式を導くものである。

(f(x)g(x))′ = lim
∆x→0

∆(fg)

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

(f(x) + ∆f)(g(x) + ∆g)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x)g(x) + f(x)∆g + (∆f)g(x) + ∆f∆g − f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x)∆g + (∆f)g(x) + ∆f∆g

∆x

= f(x) lim
∆x→0

∆f

∆x
+ lim

∆x→0

∆f

∆x
g(x) + lim

∆x→0

∆f

∆x
∆g

= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) + f ′(x)× 0 = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

最後の 0 の部分は、

lim
∆x→0

∆g = lim
∆x→0

{g(x+∆x)− g(x)} = 0

からわかる。

こちらの証明は、分子の計算では不自然の足し引きは現れず、単純な展開と整

理の計算なので、教科書の方法よりも自然な計算になっている。

なお、この分子の計算

∆(fg) = (f(x) + ∆f)(g(x) + ∆g)− f(x)g(x) = f(x)∆g + (∆f)g(x) + ∆f∆g

は、図 1 のように面積の図で説明されることもある (cf. [2])。

4 最後に

他にも、[1]で紹介したように、対数微分法による証明や、2変数の合成関数 (偏

微分) による証明も一応はあるが、通常の定理の順番からいうとかなり無理が

ある。それらについては [1] を参照のこと。
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f(x+∆x)

f(x)

∆f

g(x+∆x)

g(x) ∆g

(∆f)g(x)

f(x)g(x)

∆f∆g

f(x)∆g

図 1: ∆(fg) を面積で表現 (太枠内が ∆(fg))
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