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1 はじめに

リーマン問題とは、双曲型保存則方程式に典型的な問題で、ある単純な初期値

に対する初期値問題である。しかし、これはこの方程式の解の特徴を見るのに

必要な話題であるし、一般の初期値に対する初期値問題の解を構成する際にも

使われる重要な問題で、この方程式に関する解説書、入門書 (例えば [2]) など

には、必ず最初の方にこの問題が取り上げられるべき項目である。

単独の保存則方程式に対するリーマン問題や衝撃波の話ならば、偏微分方程式

の本でも追加の話題として取り上げられることがあるが、連立の保存則方程式

系に対するリーマン問題の話、特に日本語による説明は、かなり古い [4] を除

いてはほとんどないし、この記事にも一般の N × N の系に対するリーマン問

題については書かれていない。
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よって本稿は、一般の N ×N の系に対するリーマン問題の解説を目標とする。

なお、日本語の用語に関しては、[6] になるべく従うこととする。

2 理想気体の保存則方程式系の導出

2.1 はじめに

この節では、1 次元双曲型保存則方程式系の代表的な例である、理想気体の 1

次元運動に関する保存則方程式系の導出をここで紹介する。

この導出過程は、後で衝撃波の説明でも必要となる。

なお、ここでは、私が最近考えている、通常説明される方法とは少し違う形の

導出方法を紹介したいと思う。

2.2 密度と流量

ここでは、細長い管に入っている粘性のない理想気体の 1 次元的な運動 (管に

沿った方向に右に行くか左に行くかだけ) を考えることにする。

x

a b x1

M1
[a,b](t1) N1

[t0,t1]
(x1)

図 2.1: 細長い管の中の気体
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その管に沿って x 軸を考え、次のような 2 つの量をまず考える。

{

M1
[a,b](t) =時刻 t のときに、a ≤ x ≤ b の間にある気体の総質量

N1
[c,d](x) = c ≤ t ≤ d の間に、位置 x を右側に通過した総質量

(2.1)

後者は、左側に通過した気体の質量は負の質量と考えることにする。

これらの量を局所化して、密度、流量を定義する。時刻 t,位置 xでの単位長さ

あたりの気体の密度 ρ = ρ(t, x)、および単位時間あたりの流量 q = q(t, x) を、

ρ(t, x) = lim
∆x→+0

M1
[x,x+∆x](t)

∆x
, q(t, x) = lim

∆t→+0

N1
[t,t+∆t](x)

∆t
(2.2)

と定義する。

この (2.1) と (2.2) の関係を明確にするために、以下のような関数 M̄1, N̄1 を導

入する。

x の基準点 x0 と t の基準時刻 t0 を定めて、M̄1, N̄1 をその基準からの M1, N1

の値、すなわち

M̄1(t, x) =

{

M1
[x0,x]

(t) (x ≥ x0 のとき),

−M1
[x,x0]

(t) (x < x0 のとき),

N̄1(t, x) =

{

N1
[t0,t]

(x) (t ≥ t0 のとき),

−N1
[t,t0]

(x) (t < t0 のとき)

とすると、M1, N1 は M̄1, N̄1 の値の差

M1
[a,b](t) = M̄1(t, b)− M̄1(t, a), N1

[c,d](x) = N̄1(c, x)− N̄1(d, x)

で表されるので、M̄1, N̄1 が微分可能であれば、(2.2) は

ρ(t, x) = lim
∆x→+0

M̄1(t, x+∆x)− M̄1(t, x)

∆x
=
∂ M̄1

∂ x
,

q(t, x) = lim
∆t→+0

N̄1(t+∆t, x)− N̄1(t, x)

∆t
=
∂ N̄1

∂ t

(2.3)
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となる。

また、ここから逆に M1
[a,b](t), M̄

1(t, x) 等は、ρ, q を用いて、

M̄1(t, x) =

∫ x

x0

ρ(t, y)dy, M1
[a,b](t) =

∫ b

a

ρ(t, x)dx,

N̄1(t, x) =

∫ t

t0

q(s, x)ds, N1
[c,d](x) =

∫ d

c

q(t, x)dt

と書けることもわかる。

2.3 速度と流量

時刻 t での x における気体の速度を u(t, x) とするが、2.2 節同様、局所化する

前の量での表現を考えてみる。

速度 u(t, x) に対しては位置の移動が局所化の前の量であり、時刻が t = s のと

きに x = ξ にあった気体の t = T での位置を x = X(T ; s, ξ) と書くことにする

と、X(s; s, ξ) = ξ であり、また任意の t1 ≤ t2 ≤ t3 に対して、

X(t3; t2, X(t2; t1, ξ)) = X(t3; t1, ξ) (2.4)

を満たす。

速度 u(t, x) は、位置の時間に関する微分であるから、

u(t, x) = lim
∆t→+0

X(t+∆t; t, x)− x

∆t
= lim

∆t→+0

X(t+∆t; t, x)−X(t; t, x)

∆t

=
∂ X

∂ T
(t; t, x)

と書ける。一方で、x = X(t; s, ξ) の t に関する微分を考えると、(2.4) より

∂

∂ t
X(t; s, ξ) = lim

∆t→+0

X(t+∆t; s, ξ)−X(t; s, ξ)

∆t
= lim

∆t→+0

X(t+∆t; t, x)− x

∆t
= u(t, x) = u(t,X(t; s, ξ)) (2.5)
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となるので、この式を s から T まで積分すれば、

X(T ; s, ξ) = ξ +

∫ T

s

u(t,X(t; s, ξ))dt

となる。

さて、今 c ≤ t ≤ d に対して b = X(d; c, a)、すなわち t = c のときに x = a に

あった気体が t = dのときにいる位置を x = bとすると、x = aをこの間に通過

した質量 N1
[c,d](a) は、t = d のときに x = a から x = b までの間に存在する気体

の質量に等しい。よって、

N1
[c,d](a) =M1

[a,b](d), b = X(d; c, a) (2.6)

となるので、d を t, a を x と置き換えて、この (2.6) を N̄1, M̄1 で書き直せば、

N̄1(t, x)− N̄1(c, x) = M̄1(t,X(t; c, x))− M̄1(t, x)

となり、この両辺を t で微分すれば、(2.3), (2.5) より、

q(t, x) =
∂ N̄1

∂ t
(t, x) =

∂

∂ t
{M̄1(t,X(t; c, x))− M̄1(t, x)}

=
∂ M̄1

∂ t
(t,X(t; c, x)) +

∂ M̄1

∂ x
(t,X(t; c, x))

∂ X

∂ T
(t; c, x)− ∂ M̄1

∂ t
(t, x)

=
∂ M̄1

∂ t
(t,X(t; c, x)) +

∂ M̄1

∂ x
(t,X(t; c, x))u(t,X(t; c, x))− ∂ M̄1

∂ t
(t, x)

となるが、c→ t− 0 とするとX(t; c, x) → X(t; t, x) = x となるので、

q(t, x) = ρ(t, x)u(t, x) (2.7)

が得られる。

2.4 質量保存則

次に、a ≤ x ≤ b での、時刻 c ≤ t ≤ d の間の質量変化

M1
[a,b](d)−M1

[a,b](c)
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を考える。この質量の増加分は、この間に x = aに左から流入した質量 N1
[c,d](a)

と、x = b から右へ流出した質量 N1
[c,d](b) との差に等しいので、

M1
[a,b](d)−M1

[a,b](c) = N1
[c,d](a)−N1

[c,d](b) (2.8)

が成り立つ。これを M̄1, N̄1 で書き下すと、

M̄1(d, b)− M̄1(d, a)− M̄1(c, b) + M̄1(c, a)

= N̄1(d, a)− N̄1(c, a)− N̄1(d, b) + N̄1(c, b)

となる。これは、任意の a, b, c, dについて成り立つので、(a, b, c, d) = (x0, x, t0, t)

とすれば、定義より M̄1(t, x0) = N̄1(t0, x) = 0 なので、

M̄1(t, x) + N̄1(t, x) = M̄1(t0, x) + N̄1(t, x0) (2.9)

が得られる。

これを tと xで微分すれば、右辺は xのみの関数と tのみの関数なので 0とな

り、また (2.3), (2.7) より

ρt + (ρu)x = 0 (2.10)

が得られる。これは質量保存を示す微分方程式で、連続の方程式と呼ばれる。

なお、(2.9) は M̄1, N̄1 に対する質量保存則を意味する。

2.5 運動量保存則

2.4 節と同様に、今度は運動量保存則について考える。

2.2節で質量に対して M1, N1, M̄1, N̄1 のように書いたものを、質量を運動量で

置き換えたものを M2, N2, M̄2, N̄2 のように書くことにする。それを局所化し

たものを、ここでは m(t, x), Q(t, x) と書くことにする。すなわち、

m(t, x) = (t, x) での単位長さあたりの運動量
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= lim
∆x→+0

M2
[x,x+∆x](t)

∆x
=
∂ M̄2

∂ x
, (2.11)

Q(t, x) = (t, x) での単位時間あたりでの運動量通過量

= lim
∆t→+0

N2
[t,t+∆t](x)

∆t
=
∂ N̄2

∂ t
(2.12)

とする。

運動量は質量と速度の積なので、∆x ≈ 0 のとき

M2
[x,x+∆x](t) ≈M1

[x,x+∆x](t)u(t, x)

となる。よって、この両辺を ∆xで割って∆x→ +0とすれば、両辺の誤差は 0

に収束し、

m(t, x) = ρ(t, x)u(t, x) (2.13)

が得られる。

2.3 節の (2.6) の関係式は、そのまま N1, M1 を N2, M2 に置き換えたものが成

立し、その後の議論もそのまま成立する。よって、この場合 (2.7) に変わって

Q(t, x) = m(t, x)u(t, x) = ρ(t, x)(u(t, x))2 (2.14)

が得られる。

a ≤ x ≤ b, c ≤ t ≤ d での運動量の変化を考えると、それは運動量の流入と流出

だけではなく力積も追加されるので、

M2
[a,b](d)−M2

[a,b](c) = N2
[c,d](a)−N2

[c,d](b) +K

となる。ここで K は、この部分の気体にこの時間内に与えられた力積の総量

であり、(2.8) とはその点のみが異なる。

もし、この気体には力としては圧力しか働いていない (つまり外力はない)とす

ると、P (t, x)を時刻 tのときに xでの断面全体で左右に向く気体の圧力とすれ

ば、圧力はどの方向にも等しく働くスカラー量であるから、a < x < bの内部で
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は圧力による力積は左右分が打ち消されるので 0であり、よって境界で働く圧

力のみがこの内部の運動量の増減に関係する。力積は、力と時間の積で得られ

るので、結局 K は

K =

∫ d

c

P (t, a)dt−
∫ d

c

P (t, b)dt

と書けることになる。よって、2.4節と同様に (a, b, c, d) = (x0, x, t0, t)とすれば、

M̄2(t, x) + N̄2(t, x) = M̄2(t0, x) + N̄2(t, x0) +

∫ t

t0

P (s, x0)ds−
∫ t

t0

P (s, x)ds

となり、これを t, x で微分すれば、(2.11), (2.12) より、

mt +Qx =
∂2

∂t∂x

∫ t

t0

{P (s, x0)− P (s, x)}ds = −P (t, x)x

となる。よって、(2.13), (2.14) より、運動量保存則を表す方程式

(ρu)t + (ρu2 + P )x = 0 (2.15)

が得られる。

エネルギー保存則も同様に考えることができ、エネルギー密度を E とすれば、

運動量の場合に境界からの追加が力積であった部分が、エネルギーの場合は境

界から仕事量として

∫ d

c

P (t, a)u(t, a)dt−
∫ d

c

P (t, b)u(t, b)dt

の式で追加されるので、

Et + (Eu+ Pu)x = 0

となる。E は、気体粒子の運動エネルギーと、気体粒子の持つ内部エネルギー

の和であり、単位質量あたりの内部エネルギーを e = e(ρ, P ) とすると

E =
1

2
ρu2 + ρe
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と書ける。よって、エネルギー保存則は、

(

1

2
ρu2 + ρe

)

t

+

{(

1

2
ρu2 + ρe+ P

)

u

}

x

= 0 (2.16)

となる。e は、理想気体では標準的に

e =
P

(γ − 1)ρ
(2.17)

という式が使われるようであり、ここで γ は 1 < γ < 3 の定数である。

この (2.10), (2.15), (2.16) の 3 本の連立微分方程式が、1 次元の理想気体の基礎

的な保存則方程式系であり、この場合未知関数は、(ρ,m,E) や (ρ, u, P ) などと

考えて考察することになる。

また、圧力 P が密度 ρ のみによって決定するバロトロピー流 (P = P (ρ)、例え

ば等エントロピー流: P = Aργ, 等温流: P = Aρ など) であるという仮定を置い

て、エネルギー保存則 (2.16) を除いた (2.10), (2.15) の 2 本だけで考察すること

もよく行われる。この場合は、(ρ,m) や (ρ, u) を未知関数と考える。

2.6 ラグランジュ座標系

2.4, 2.5節で導いた保存則方程式は、固定座標系、いわゆるオイラー座標系での

理想気体の保存則方程式であるが、流体の動きに付随する動座標系、いわゆる

ラグランジュ座標系での考察もよく行われていて、特に 1次元の気体の方程式

に対しては、質量座標系 という動座標系を使うと形が綺麗になることが知られ
ていて、ここではそれを紹介する。

質量座標とは、単に流体の運動に付随する動座標 X = X(t; t0, x) を x の代わり

に用いるのではなく、ある基準となる流体位置 X0 = X(t; t0, x0) から x までの

質量M1
[X0,x]

(t) を空間座標として用いることをいう。すなわち、

z = z(t, x) =







M1
[X0,x]

(t) (x ≥ X0 のとき),

−M1
[x,X0]

(t) (x < X0 のとき)

= M̄1(t, x)− M̄1(t,X0) =

∫ x

X0

ρ(t, y)dy
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を x の代わりの空間座標とすることになる。

∂ z

∂ x
= ρ(t, x)

なので、ρ(t, x) > 0 であれば各 t に対して z は x の単調増加関数、すなわち 1

対 1に対応することとなり、xの代わりに z を新たな座標系と取ることができ

る。つまり、

(z, τ) =

(

t,

∫ x

X0

ρ(t, y)dy

)

(X0 = X(t; t0, x0))

として (t, x) の代わりに (τ, z) を座標系として考えるのが質量座標系である。

今、質量座標系で f(t, x) が f̃(τ, z) と表されるとすると (以後、(t, x) の関数を

(τ, z) の関数と見る場合はこのように ˜をつけて書き表すこととする)、

f(t, x) = f̃(τ, z) = f̃

(

t,

∫ x

X0

ρ(t, y)dy

)

であり、(2.5), (2.10) より、

∂ z

∂ t
=

∂

∂ t

∫ x

X0

ρ(t, y)dy =

∫ x

X0

∂

∂ t
ρ(t, y)dy − ρ(t,X0)

dX

dt

=

∫ x

X0

{−(ρu)x(t, y)}dy − ρ(t,X0)
∂ X

∂ T
(t; t0, x0)

= −(ρu)(t, x) + (ρu)(t,X0)− ρ(t,X0)u(t,X0)

= −ρu,
∂ z

∂ x
= ρ

となるので、

ft(t, x) = f̃τ + f̃z
∂ z

∂ t
= f̃τ − ρ̃ũf̃z,

fx(t, x) = f̃z
∂ z

∂ x
= f̃zρ̃
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となる。これを、各保存則に適用すると、

0 = ρt + (ρu)x

= ρ̃τ − ρ̃ũρ̃z + (ρ̃ũ)zρ̃ = ρ̃τ − ρ̃ũρ̃z + ρ̃zρ̃ũ+ ρ̃2ũz

= ρ̃τ + ρ̃2ũz, (2.18)

0 = (ρu)t + (ρu2 + P )x

= (ρ̃ũ)τ − ρ̃ũ(ρ̃ũ)z + (ρ̃ũ2 + P̃ )zρ̃ = ρ̃τ ũ+ ρ̃ũτ + ρ̃2ũũz + P̃zρ̃

= ρ̃(ũτ + P̃z) ((2.18) より),

0 =

{

ρ

(

u2

2
+ e

)}

t

+

{

ρu

(

u2

2
+ e

)

+ Pu

}

x

=

{

ρ̃

(

ũ2

2
+ ẽ

)}

τ

− ρ̃ũ

{

ρ̃

(

ũ2

2
+ ẽ

)}

z

+

{

ρ̃ũ

(

ũ2

2
+ ẽ

)}

z

ρ̃+ (P̃ ũ)zρ̃

=

{

ρ̃

(

ũ2

2
+ ẽ

)}

τ

+ ρ̃2ũz

(

ũ2

2
+ ẽ

)

+ (P̃ ũ)zρ̃

=

(

ũ2

2
+ ẽ

)

(ρ̃τ + ρ̃2ũz) + ρ̃

(

ũ2

2
+ ẽ

)

τ

+ (P̃ ũ)zρ̃

= ρ̃

{(

ũ2

2
+ ẽ

)

τ

+ (P̃ ũ)z

}

((2.18) より)

となる。(2.18) を保存形にするために ṽ = 1/ρ̃ とすると、

ṽτ = − 1

ρ̃2
ρ̃τ

より、質量座標系による保存則方程式系



















ṽτ − ũz = 0,

ũτ + P̃z = 0,
(

ũ2

2
+ ẽ

)

τ

+ (P̃ ũ)z = 0

(2.19)

が得られることになる。ẽ は、

ẽ =
1

γ − 1

P̃

ρ̃
=

P̃ ṽ

γ − 1
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であるが、バロトロピー、すなわち P が ρ のみの関数であるとすれば、P̃ は

ṽ のみの関数となり、等エントロピー流であれば P̃ = Aṽ−γ、等温流であれば

P̃ = Aṽ−1 のようになって、(2.19) の最初の 2 本のみで閉じた方程式系となる。

この場合この 2 本からなる保存則方程式系を、特に P -system と呼ぶことが

ある。

2.7 注意

本節では、1 次元の理想気体に関する保存則方程式の導出を行ったが、通常は

M1, N1 のような関数から入らずに、ρ、u などを先に定義して、そこから積分

形の保存則を求めて考察する方法が取られている。

しかし、「1点での密度」や「瞬間の速度」は本来はそれらが最初にあるもので

はなく、いずれもむしろ幅を持って考えたものの比の極限 (すなわち微分) と

して定義されるものであって、そういう方向から入った場合の導出をここでは

行ってみた。この場合、通常では積分として現れる量が、この方法では最初に

式として与えられるので積分を使う表現がほとんど出てこない。ただし、こち

らの方がわかりやすいかというと必ずしもそうではなく、むしろ感覚的には通

常の方がわかりやすいように思うし、考察し直す場合もそちらの方がやりやす

そうである。

また、今回は 1次元の方程式の導出のみを行ったが、少くとも通常の方法であ

れば多次元 (2 次元、3 次元) の場合にも拡張でき、保存則方程式の導出も全く

同様に行える。ただし、その場合には発散定理等が必要となるので、ここでは

1 次元の話のみに限定した。多次元の方程式については、詳しくは流体力学の

成書を参照されたい。

なお、今回の導出方法は、かなり 1次元に強く依存した部分があり、多次元の

場合には今回のような方法での導出は、詳しく検討したわけではないが、多分

あまりうまくいかないだろうと思われる。
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3 膨張波

3.1 はじめに

[1] では、単独の保存則方程式

ut + f(u)x = 0 (t > 0, x ∈ R)

(u = u(t, x) は未知、f(u) は u の関数として既知関数、f ′′(u) > 0) の、特に

f(u) = u2/2 の Burgers 方程式の解について議論した。そこに現われた膨張波、

衝撃波のような解は、本稿で扱う連立の保存則方程式 (保存則方程式系 と呼ぶ)



















(u1)t + f1(u1, u2, . . . , uN )x = 0,

(u2)t + f2(u1, u2, . . . , uN )x = 0,

. . .

(uN)t + fN(u1, u2, . . . , uN )x = 0

(t > 0, x ∈ R) (3.1)

(uj = uj(t, x) ∈ Rは未知、fj = fj(u1, . . . , uN )はu1, . . . , uN の既知関数 (1 ≤ j ≤ N))

でも特徴的な解として表れ、一般的な解を構成する上でも重要な役割を果たす。

この節では、1 次元双曲型保存則方程式系に関する用語や、リーマン問題の解

を構成する要素の一つである膨張波について紹介する。

3.2 保存則方程式系

連立の保存則方程式系 (3.1) を、まずベクトルを使って書き直す。

U = T(u1, u2, . . . , uN) =











u1
u2
...

uN
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と書き ( T は転置)、fj(u1, . . . , uN) を fj(U) のように書くことにする。また、

F (U) = T(f1(U), f2(U), . . . , fN(U)) =











f1(U)

f2(U)
...

fN(U)











とすると、(3.1) は簡単に

Ut + F (U)x = 0 (3.2)

と書ける。F (U)は U の適当な階数分滑らか (微分可能)な関数と考えるが、そ

の U の定義域を Ω(⊂ RN) とする。

例えば、(2) で扱ったオイラー座標系の理想気体の保存則方程式の場合は、

U =







ρ

m

E






=









ρ

ρu
1

2
ρu2 + ρe









, F (U) =









ρu

ρu2 + P
(

1

2
ρu2 + ρe+ P

)

u









,

Ω =

{

(ρ,m,E); ρ > 0, E − m2

2ρ
> 0

}

となっている。

U の関数 g(U) = g(u1, . . . , uN ) に対し、U に関する微分演算子∇U を

∇Ug(U) =

(

∂ g

∂ u1
,
∂ g

∂ u2
, . . . ,

∂ g

∂ uN

)

と定義し、F (U) に対しては、

∇UF (U) =











∇Uf1(U)

∇Uf2(U)
...

∇UfN(U)











=













∂ f1
∂ u1

· · · ∂ f1
∂ uN

...
...

∂ fN
∂ u1

· · · ∂ fN
∂ uN
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のように定める。

一般に、

g(U)x =
∂ g

∂ u1

∂ u1
∂ x

+ · · ·+ ∂ g

∂ uN

∂ uN
∂ x

=

(

∂ g

∂ u1
, . . . ,

∂ g

∂ uN

)











∂ u1
∂ x
...

∂ uN
∂ x











= ∇Ug(U)
∂ U

∂ x
= ∇Ug(U)Ux

であり、よって

F (U)x = ∇UF (U)Ux

であるから、U が (3.2) の滑らかな解であれば、(3.2) は、

Ut + A(U)Ux = 0 (3.3)

の形に書ける (A(U) = ∇UF (U))。

U ∈ Ω に対して、連立の準線形の 1 階の微分方程式 (3.3) の係数行列 A(U) の

固有値がすべて異なる実数であるとき、(3.3) は 双曲型 (hyperbolic) であると呼

ぶ。その固有値を

λ1(U) < λ2(U) < · · · < λN(U)

と書き、λj(U)に対する A(U)の右固有ベクトル (列ベクトル)を rj(U)、左固有

ベクトル (行ベクトル) を lj(U) と書くことにする:

Aj(U)rj(U) = λj(U)rj(U), lj(U)Aj(U) = λj(U)lj(U)

なお、F (U) が U ∈ Ω で滑らかなときに、Ω 全体で滑らかな λj(U), rj(U), lj(U)

が存在するかどうかについては、C.1 節を参照のこと。少なくとも局所的には

それらが存在することは示せるので、必要なら Ωを少し狭く考えることで、Ω

上で滑らかな λj(U), rj(U), lj(U) が存在するとみなせる。よって、以後はその

ように考える (Ω で存在する) こととする。
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3.3 膨張波

[1]で膨張波に関する議論を行っているが、この節では、それを連立方程式に関

して展開する。なお、この節の内容は、行列 A(U) が必ずしも ∇UF (U) の形と

は限らない、すなわち保存形ではない一般の準線形双曲型の方程式 (3.3) の場

合でも成立する。

方程式 (3.3) は、スケール変換 (t, x) 7→ (λt, λx) (λ > 0: 定数) に関して不変、す

なわち U(t, x) が (3.3) の解であるとき、U(λt, λx) も (3.3) の解であり、そのス

ケール変換に関して不変な初期値を与えれば、そしてもしその初期値問題の解

が一意的ならば、

U(t, x) = U(λt, λx)

が任意の λ > 0 に成り立つことになり、λ = 1/t とすれば

U(t, x) = U
(

1,
x

t

)

つまり、そのスケール変換に関して不変な初期値に対する解 U は x/tの関数で

あることになる。このような形の解を 中心波 (centered wave) と呼ぶ。

実際に、滑らかな中心波を求めてみることにする。V = V (ξ) ∈ RN を 1 変数 ξ

の滑らかな関数で、U(t, x) = V (x/t) であるとすると、

Ut = V ′

(x

t

)(x

t

)

t
= − x

t2
V ′

(x

t

)

, Ux = V ′

(x

t

)(x

t

)

x
=

1

t
V ′

(x

t

)

より、(3.3) にこれを代入すると、

− x

t2
V ′

(x

t

)

+
1

t
A(V )V ′

(x

t

)

= 0

すなわち、

A(V (ξ))V ′(ξ) = ξV ′(ξ) (3.4)
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となる。V ′ 6= 0 であれば (3.4) は、ξ が A(V ) の固有値で、V ′(ξ) がその右固有

ベクトルであることを意味するので、ある j、およびあるスカラー値関数 d(ξ)

に対して、

λj(V (ξ)) = ξ (3.5)

V ′(ξ) = d(ξ)rj(V (ξ)) (3.6)

が成り立つことになる。

この式 (3.5)は 1本の式、(3.6)は n本の式で、合計 (n+1)本の式があることに

なるが、未知関数はベクトル値関数 V (ξ)とスカラー値関数 d(ξ)、つまり (n+1)

個の関数となるので、この (n+ 1) 本の式でこれらが決定されることとなる。

(3.6)の式は V ′(ξ)と rj(V (ξ))が平行であることを表しているが、ベクトル rj(U)

を U ∈ Ω 内のベクトル場と見れば、(3.6) は V (ξ) がそのベクトル場の積分曲線

であることを意味している。よって、(3.6) の式はΩ 内の V (ξ) の軌道 (d(ξ) に

はよらない)を決定し、その軌道上のパラメータに関する依存性 (移動速度)を

決定するのが (3.5) であると見ることができる。

rj(U1)

rj(U2)

U1

U2

U = V (ξ)

図 3.1: Ω 内のベクトル場 rj(U) と積分曲線 U = V (ξ)

この、rj(U)の積分曲線 U = V (ξ)上での λj(U)の変化を考えてみる。(3.6)より、

d

dξ
λj(V (ξ)) = (∇Uλj)(V )

dV

dξ
= d(ξ)(∇Uλj)(V )rj(V )

となるので、もし (∇Uλj)(V )rj(V ) ≡ 0であると λj(V (ξ))は ξ に関して定数とな

りその積分曲線上で変化できないので、(3.5) が一つの ξ = x/t でしか満たされ

ず、(t, x) 平面のある領域での解とはなりえないことになる。
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Ωで ∇Uλj(U)rj(U) ≡ 0である場合は、j-特性方向は線形退化 (linearly degenerate)

しているといい、Ωのすべての U で ∇Uλj(U)rj(U) 6= 0である場合は、j-特性方

向は 真性非線形 (genuinely nonlinear)であるという。真性非線形の場合は、必要

ならば rj(U) の代わりに −rj(U) を考えることで、∇Uλj(U)rj(U) > 0 と仮定す

ることにする。なお、rj をさらに正規化して、∇Uλj(U)rj(U) ≡ 1とすることも

多い (が、ここでは単に正であるとしておく)。

線形退化と真性非線形をごく特別な場合について説明する。例えば A(U) が対

角行列

A(U) =







λ1(U) 0. . .

0 λN(U)







と対角化される場合、すなわち、方程式 (3.1) が

(uj)t + λj(u1, . . . , uN)(uj)x = 0 (1 ≤ j ≤ N) (3.7)

の形に書ける場合で考えれば、rj(U) = ej (= j 番目の成分が 1 で他はすべて 0

の単位ベクトル) となるので、線形退化は

∇Uλj(U)rj(U) =
∂ λj
∂ uj

≡ 0

すなわち、λj が uj によらない、ということを意味し、(3.7)が uj については線

形の方程式であることになる。真性非線形は逆に、係数 λj(U) が uj 自身の変

化に合わせて単調に変化することを意味する。

上に述べたように、j-特性方向が線形退化の場合は、この j に対して (3.5), (3.6)

を満たす V (x/t) の形の解はないことになるが、真性非線形の場合はその形の

解が作られることがわかる。その形の解を j-膨張波 (j-rarefaction wave)と呼ぶ。

j-膨張波解 U = V (x/t)は、x/t(= ξ) = c (定数)という直線上では定ベクトル V (c)

に等しく、この直線は、(3.5)より c = ξ = λj(V (c))であるので x = λj(V (c))t、す

なわち j-特性曲線になっている。なお一般に、(3.3)の解 U = U(t, x)に対して、

(t, x) 平面上の曲線 x = x(t) が j-特性曲線 (j-charcteristic curve) であるとは、

dx

dt
= λj(U(t, x))
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を満たすことを意味する。

つまり、j-膨張波は、

j-特性曲線がすべて (一点を通るような) 直線になっていて、その直

線上で U が一定であるような解であり、それらの直線群の横断に対

して、U は相空間 Ω 上でベクトル場 rj(U) の積分曲線上を動く

ことが言える。

U0 ∈ Ωを一つ指定すると、U0 を通る rj(U)に対する積分曲線が一つ決まる。そ

の曲線の、U0 から始まって λj(U) の増加する方向の部分 (半曲線) を j-膨張波
曲線 (j-rarefaction wave curve) と呼び、Rj(U0) と書く。

定数ベクトルは (3.3) の解であるから、単純な j-膨張波解は、U1 ∈ Rj(U0) に対

して次の形の関数である:

U(t, x) =



















U0 (x < λj(U0)t),

V
(x

t
;U0

)

(λj(U0)t ≤ x ≤ λj(U1)t)

U1 (x > λj(U1)t)

(3.8)

ここで、V (ξ;U0) は、V (ξ) ∈ Rj(U0), λj(V (ξ)) = ξ を満たす関数である。

x

t

0

U0 U1

x = λj(U0)t x = λj(U1)t

図 3.2: 膨張波 ((t, x) 平面上での表現)

0
U0

U1

u1

u2

図 3.3: 膨張波 (U 平面上での動き)

この解 (3.8) は、(3.3) のスケール変換不変な初期値

U(0, x) =

{

U0 (x < 0)

U1 (x > 0)
(3.9)



3. 膨張波 22

に対する初期値問題の解である。

一般に、U0, U1 ∈ Ω に対して、(3.9) を初期値とする (3.2) の初期値問題をリーマ
ン問題 (Riemann problem) という。U1 ∈ R1(U0) とは限らない一般の U0, U1 に対

するリーマン問題の解は、膨張波と不連続な解と定数ベクトルによって構成さ

れる。

なお、上の膨張波解 (3.8) は、定数ベクトルや膨張波自身は滑らかな関数 (C1)

であるし、定数ベクトルと膨張波の接続部分 (x = λj(U0)t, x = λj(U1)t 上) では

連続になっているが、この接続部分では微分可能ではない。この微分可能性の

ない解や、不連続な関数を解とみなすには、弱解という概念が必要となる。こ

れについては、4 章で説明する。

3.4 リーマン不変量

3.3節の膨張波曲線を求めるために、ベクトル場 rj(U)の積分曲線を求める常微

分方程式

{

U ′(s) = rj(U(s)),

U(0) = U0

(3.10)

を解いてパラメータ s を消去すると、w(U) = w(U0) のような形の式が (N − 1)

個現れることが知られている。これらはリーマン不変量と呼ばれていて、これ

によりその積分曲線が表現される。この節ではこれを見てみることにする。

今、Ω 上のスカラー値関数 w(U) が、

∇Uw(U)rj(U) ≡ 0

を満たすとき、この w(U) を j-リーマン不変量 (j-Riemann invariant) と呼ぶ。

(3.6) の解 V (ξ) に対し、

d

dξ
w(V (ξ)) = (∇Uw)(V (ξ))V ′(ξ) = d(ξ)(∇Uw)(V (ξ))rj(V (ξ) = 0

となるので、この積分曲線上 j-リーマン不変量は定数となる。j-リーマン不変

量は、次の命題 3.1 に見られるように実質的に (N − 1) 個が存在する。
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命題 3.1

r(U) が Ω 内で滑らかで、かつ 0 ではないベクトルであるとき、Ω 内の各点 U1

に対し、その U1 のある近傍 Ω1 (U1 ∈ Ω1 ⊂ Ω) 上で次が成り立つ。

1. ∇Uw1(U),. . . ,∇UwN−1(U) が一次独立で、

∇Uwj(U)r(U) ≡ 0 (in Ω1)

を満たすような、(N − 1)個のスカラー関数 w1(U),. . . ,wN−1(U) (U ∈ Ω1)が

存在する。

2. Ω1 上のスカラー関数 w̃(U) が

∇U w̃(U)r(U) ≡ 0 (in Ω1)

を満たすならば、w̃(U)は 1. の w1(U), . . .wN−1(U)で表される関数となる:

w̃(U) = F (w1(U), . . . , wN−1(U))

この命題の証明は、C.2 節で行う。

なお、この命題では Ω 全体ではなく、局所的、すなわち各点 U1 の近傍 Ω1 上

でのリーマン不変量の存在しか示していないが、個別の保存則方程式の例では

考えている領域 Ω 全体で統一したリーマン不変量を取ることができることも

多いし、また一般の場合でも、必要なら Ωを小さく取ることにより、Ω全体で

のリーマン不変量が存在するようにすることも可能である。よって以後は、Ω

全体で滑らかなリーマン不変量が存在すると仮定して話を進める。

ベクトル場 rj(U)の積分曲線上 j-リーマン不変量は定数であるが、逆に j-リー

マン不変量を定数にするものとして rj の積分曲線が得られることを示そう。

(N−1)個の j-リーマン不変量 w1(U), . . . , wN−1(U)は、∇Uw1(U), . . . , ∇UwN−1(U)

が線形独立であるから、

{U ∈ Ω; w1(U) = w(U0), . . . , wN−1(U) = wN−1(U0)} (3.11)
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という集合は、1 次元の (1 つのパラメータによる) 曲線を与える (ただし一般

には曲線群となる)。よって、それを U = U(s) (s は実数のパラメータ) とすれ

ば、すべての j に対して wj(U(s)) = wj(U0) より、s で微分すれば

0 =
d

ds
wj(U(s)) = ∇Uwj(U(s))U

′(s)

となるので、

U ′(s) ∈ 〈∇Uw1(U(s)), . . . ,∇UwN−1(U(s))〉⊥ = 〈rj(U(s))〉

となるので、U ′(s) は rj(U(s)) と平行となり、U(s) が rj(U) の積分曲線上を動

くことになる。

しかも、命題 3.1の 1. より (詳しくは C.2節で示す通り)、∇UwN(U)rj(U) 6= 0と

なる関数 wN(U)を追加すれば、∇Uw1(U),. . . ,∇UwN(U)が線形独立となり、よっ

て U と (w1, . . . , wN) が 1 対 1 となるので、不変集合 (3.11) は確かに 1 本の曲

線であることがわかる。

なお、j-膨張波曲線 Rj(U0) は、微分方程式 (3.10) の解のうち、λj(U) が増加す

る方向であるが、真性非線形性の仮定により

d

ds
λj(U(s)) = ∇Uλj(U(s))U

′(s) = (∇Uλj · rj)(U(s)) > 0

であるから、(3.10) を満たす曲線のうち、s ≥ 0 の部分であることがわかる。

3.5 オイラー座標系の理想気体の場合の例

ここでは、2.4, 2.5節で紹介した、オイラー座標系での理想気体の保存則方程式

系 (2.10), (2.15), (2.16) に対する固有値、固有ベクトル、リーマン不変量、膨張

波解を計算する。

まず、



















ρt + (ρu)x = 0,

(ρu)t + (ρu2 + P )x = 0,
(

1

2
ρu2 + ρe

)

t

+

{(

1

2
ρu2 + ρe+ P

)

u

}

x

= 0,

(

e =
1

γ − 1

P

ρ

)

(3.12)
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を扱うが、そのために (ρ,m,E) で考えても、(ρ, u, P ) で考えても、それらには

本質的な違いはないことをまず示す。

命題 3.2

準線形方程式系 (3.3) が U = G(W ) (|∇WG(W )| 6= 0) によって

Wt + B(W )Wx = 0 (3.13)

と変換されるとき、(3.13) に対する固有値 µj(W ), 左右の固有ベクトル αj(W ),

βj(W ), j-リーマン不変量 z(W ) は、以下のように得られる:

µj(W ) = λj(G(W )),

αj(W ) = lj(G(W ))∇WG(W ), βj(W ) = (∇WG(W ))−1rj(G(W )),

z(w) = w(G(W )) (w(U) は (3.3) の j-リーマン不変量)

また、

∇Wµj(W )βj(W ) = ∇Uλj(U)rj(U)

が成り立ち、よって線形退化性、真性非線形性もこの変換で不変である。

証明

(3.3) に U = G(W ) を代入すると

Ut = ∇WG(W )Wt, Ux = ∇WG(W )Wx

より、(3.13) の B(W ) は

B(W ) = (∇WG(W ))−1A(G(W ))∇WG(W )

となる。よって B(W ) の固有値は µj = λj(G(W )) であり、固有ベクトルは

µj(W )lj(G(W ))∇WG(W )− lj(G(W ))∇WG(W )B(W )
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= {λj(G(W ))lj(G(W ))− lj(G(W ))A(G(W ))}∇WG(W ) = 0,

µj(W )(∇WG(W ))−1rj(G(W ))−B(W )(∇WG(W ))−1rj(G(W ))

= (∇WG(W ))−1 {λj(G(W ))rj(G(W ))− A(G(W ))lj(G(W ))} = 0

より、αj = lj∇WG, βj = (∇WG)
−1rj となる。

w(U) を (3.3) の j-リーマン不変量とし、z(W ) = w(G(W )) とすると、

∇W z(W )βj(W ) = ∇Uw(G(W ))∇WG(W )(∇WG(W ))−1rj(G(W ))

= ∇Uw(G(W ))rj(G(W )) = 0

となるので、z(W ) が j-リーマン不変量となる。また、

∇Wµj · βj = ∇Uλj(G)∇WG(∇WG)
−1rj(G) = ∇Uλj(G)rj(G)

となるので、(3.3) と (3.13) の線形退化性、真性非線形性も変わらない。

この命題 3.2より、(3.12)を (ρ, u, P )の式に直して考えてもよいので、それで考

える。(3.12) の第 1 式、第 2 式より、

0 = ρtu+ ρut + (ρu)xu+ ρuux + Px = ρ(ut + uux) + Px

となるので u に関する方程式は

ut + uux +
1

ρ
Px = 0

となる。第 3 式は ρe = P/(γ − 1) より、

0 =

(

1

2
ρu2
)

t

+
1

γ − 1
Pt +

(

1

2
ρu3
)

x

+

(

γ

γ − 1
Pu

)

x

=
u2

2
{ρt + (ρu)x}+ ρu(ut + uux) +

1

γ − 1
Pt +

γ

γ − 1
(Pxu+ Pux)

= −uPx +
1

γ − 1
Pt +

γ

γ − 1
(Pxu+ Pux)

=
1

γ − 1
Pt +

γ

γ − 1
Pux +

1

γ − 1
Pxu
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となるので、結局 U = T(ρ, u, P ) の方程式







ρ

u

P







t

+











u ρ 0

0 u
1

ρ
0 γP u

















ρ

u

P







x

= 0 (3.14)

が得られる。この場合、Ω は

Ω = { T(ρ, u, P ); ρ > 0, P > 0}

となる。

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ− u −ρ 0

0 λ− u −1

ρ
0 −γP λ− u

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ− u)

{

(λ− u)2 − γP

ρ

}

より、固有値は

λ1 = u− C, λ2 = u, λ3 = u+ C

(

C =

√

γP

ρ

)

固有ベクトルは r = c0
T(1, (λ− u)/ρ, (λ− u)2) ととればよいので、

r1 =







−ρ
C

−γP






, r2 =







1

0

0






, r3 =







ρ

C

γP







となる (これらは命題 3.2 の βj にあたる)。

Cρ = −C/(2ρ), CP = C/(2P ) なので、

∇Uλ1 =

(

C

2ρ
, 1,− C

2P

)

, ∇Uλ3 =

(

− C

2ρ
, 1,

C

2P

)
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となり、

∇Uλ1 · r1 = −C
2
+ C +

γ

2
C =

γ + 1

2
C > 0, ∇Uλ3 · r3 =

γ + 1

2
C > 0 (3.15)

となるので 1-特性方向、3-特性方向は真性非線形である。

一方、∇Uλ2 = (0, 1, 0) より ∇Uλ2 · r2 ≡ 0 であるので、2-特性方向は線形退化と

なる。よって、2-特性方向には膨張波解は存在しない。

次にリーマン不変量を求める。1-リーマン不変量は、

∇Uw · r1 = −ρwρ + Cwu − γPwP = −(ρwρ − Cwu + γPwP ) = 0

となるので、微分方程式 (r1 の積分曲線を与える方程式)

dρ

ds
= ρ,

du

ds
= −C, dP

ds
= γP,

(ρ(0), u(0), P (0)) = (ρ0, u0, P0)
(3.16)

を解くと、

ρ = ρ0e
s, P = P0e

γs (3.17)

となる。よって、

C =

√

γP

ρ
=

√

γP0

ρ0
eθs = C0e

θs

(

θ =
γ − 1

2

)

(3.18)

より

du

ds
= −C0e

θs

となるので、よって

u = u0 −
C0

θ
(eθs − 1) (3.19)
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となる。

Rimann不変量はこの積分曲線 (3.17), (3.19)上不変で w(ρ, u, P ) = w(ρ0, u0, P0)と

なるものだから、(3.17) で s を消去すると、

P

P0

= eγs =

(

ρ

ρ0

)γ

より、

P

ργ
=
P0

ργ0

となるので、w = P/ργ が一つの 1-リーマン不変量である。

また、(3.18), (3.19) より

u0 +
C0

θ
= u+

C0

θ
eθs = u+

C

θ

となるので、w = u + C/θ がもうひとつの 1-リーマン不変量となる。w = ρ と

すると、

∇Uw · r1 =







1

0

0






r1 = 1

であるから、この 2つのリーマン不変量に ρを加えると、この (P/ργ , u+C/θ, ρ)

は相空間 Ω 上で U = T(ρ, u, P ) は 1 対 1 に対応する。

同様に、3-リーマン不変量の場合は、(3.17) と

u = u0 +
C0

θ
(eθs − 1)

とより、P/ργ と u− C/θ が 3-リーマン不変量であり、

∇Uρr3 = 1
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なので、(P/ργ , u− C/θ, ρ) と U は 1 対 1 に対応する。

2-リーマン不変量は、

∇Uw · r2 = wρ = 0

より、u, P が 2-リーマン不変量であり、同様に ρ をつけ加えると U と 1 対 1

に対応する (この場合は U 自身になる)。

1-膨張波曲線 R1(U0) は、

P

ργ
=
P0

ργ0
, u+

C

θ
= u0 +

C0

θ

を満たしながら λ1(U) = u− C の増加方向に進む。(3.16) より、

d

ds
λ1 = ∇Uλ1(U(s))U

′(s) = −∇Uλ1(U(s))r1(U(s)) < 0

となるので、s の減少する方向が R1(U0) の伸びる方向。よって、s ≤ 0 で、

ρ = ρ0e
s ≤ ρ0, P = P0e

γs ≤ P0, u = u0 −
C0

θ
(eθs − 1) ≥ u0

(

θ =
γ − 1

2
> 0

)

となるので、結局 R1(U0) は、















P

ργ
=
P0

ργ0
,

u+
C

θ
= u0 +

C0

θ

(ρ ≤ ρ0, P ≤ P0, u ≥ u0)

またはパラメータ表示により、



















ρ = ρ0e
s,

u = u0 −
C0

θ
(eθs − 1),

P = P0e
γs

(s ≤ 0) (3.20)
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と表される。

ここで、s = −δ とすれば δ ≥ 0 で、丁度

dU

dδ
=







−ρ0e−δ

C0e
−θδ

−γP0e
−γδ






=







−ρ
C

−γP






= r1(U)

(

C =

√

γP

ρ
= C0e

−θδ

)

となる。

また、1-膨張波 U = U(t, x)は、(3.8)より λ1(U) = x/tを満たす必要があるので、

δ によるパラメータ表示の式を代入すれば、

λ1(U(δ)) = u− C = u0 −
C0

θ
(e−θδ − 1)−

√

γP

ρ

= u0 +
C0

θ
− C0

θ
e−θδ − Ce

0−θδ = u0 +
C0

θ
− 1 + θ

θ
C0e

−θδ

=
x

t

となるので、

e−θδ =
θ

1 + θ

1

C0

(

u0 +
C0

θ
− x

t

)

より

e−δ =

{

θ

1 + θ

1

C0

(

u0 +
C0

θ
− x

t

)}1/θ

(3.21)

となる。これを、(3.20) (s = −δ)に代入すれば、1-膨張波解を (t, x)の式で表す

ことができることになる。容易にわかる通り、u は x/t の一次式になる。より

詳しく見れば、

u = u0 +
C0

θ
− C0

θ
e−θδ

= u0 +
C0

θ
− 1

1 + θ

(

u0 +
C0

θ
− x

t

)

=
θ

1 + θ

(

u0 +
C0

θ

)

+
1

1 + θ

x

t
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のようになる。

x

x x00

0

u

u0

u1
ρ

ρ0

ρ1

P
P0

P1

図 3.4: ある t > 0 に対する膨張波解のグラフ

同様にして、3-膨張波曲線 R3(U0) は、















P

ργ
=
P0

ργ0
,

u− C

θ
= u0 −

C0

θ

(ρ ≥ ρ0, P ≥ P0, u ≥ u0)

またはパラメータ表示により















ρ = ρ0e
s,

P = P0e
γs,

u = u0 +
C0

θ
(eθs − 1)

(s ≥ 0) (3.22)

と表される。こちらは、s = δ (δ ≥ 0) でそのまま dU/dδ = r2(U) となり、

λ2(U(δ)) = u+ C = u0 −
C0

θ
+
C0

θ
eθδ + C0e

θδ

= u0 −
C0

θ
+

1 + θ

θ
C0e

θδ

=
x

t

となるので、

eδ =

{

θ

1 + θ

1

C0

(

−u0 +
C0

θ
+
x

t

)}1/θ
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を (3.22) (s = δ)に代入すれば 3-膨張波を x/tで表せる。この場合も uは x/tの

一次式であり、

u =
θ

1 + θ

(

u0 −
C0

θ

)

+
1

1 + θ

x

t

となる。

3.6 ラグランジュ座標系の理想気体の場合の例

次に、2.6節のラグランジュ座標系での方程式系 (2.19)に対して、同様の考察を

行う。

ここでは、(2.19) は は外して、また (τ, z) も (t, x) と書くことにする。

まず、(2.19)を U = T(v, u, P )に関する準線形の方程式系に書き直す。e = Pv/(γ−
1) であるから、最後のエネルギー保存の方程式は、

0 = uut +
1

γ − 1
Ptv +

1

γ − 1
Pvt + Pxu+ Pux

= u(ut + Px) +
1

γ − 1
Ptv +

1

γ − 1
Pux + Pux

=
1

γ − 1
Ptv +

γ

γ − 1
Pux

となるので、結局この場合は、







v

u

P







t

+











0 −1 0

0 0 1

0 −γP
v

0

















v

u

P







x

= 0

となる。

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ 1 0

0 λ −1

0 −γP
v

λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ

(

λ2 − γP

v

)
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より、固有値は

λ1 = −C
v
, λ2 = 0, λ3 =

C

v
(C =

√

γPv)

固有ベクトルは r = c1
T(1,−λ,−λ2) ととればよいので、

r1 =







v

C

−γP






, r2 =







1

0

0






, r3 =







−v
C

γP







となる。(C/v)v = −C/(2v2), (C/v)P = C/(2vP ) より、

∇Uλ1 =

(

C

2v2
, 0,− C

2vP

)

, ∇Uλ2 = 0, ∇Uλ3 =

(

− C

2v2
, 0,

C

2vP

)

となり、2-特性方向は線形退化、

∇Uλ1 · r1 =
C

2v
+
γC

2v
=
γ + 1

2v
C > 0, ∇Uλ3 · r3 =

γ + 1

2v
C > 0 (3.23)

なので、1-特性方向、3-特性方向は真性非線形となる。

リーマン不変量は、2-リーマン不変量は

∇Uw · r2 = wv = 0

より u, P が 2-リーマン不変量で、1-リーマン不変量は、

∇Uw · r1 = vwv + Cwu − γPwP = 0

より、常微分方程式







dv

ds
= v,

du

ds
= C,

dP

ds
= −γP

(

dU

ds
= r1(U)

)

(v(0), u(0), P (0)) = (v0, u0, P0)
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を解くと、v = v0e
s, P = P0e

−γs で、

du

ds
= C =

√

γPv = C0e
−θs

より

u = u0 −
C0

θ
(e−θs − 1)

となるので、

P

P0

=

(

v

v0

)−γ

, u+
C

θ
= u0 +

C0

θ

より、Pvγ, u+C/θ が 1-リーマン不変量、同様にして 3-リーマン不変量は Pvγ,

u− C/θ がそれであることがわかり、よってリーマン不変量は、ラグランジュ

座標とオイラー座標で不変であることがわかる。また、

∇Uv · rj =







1

0

0






rj 6= 0 (±v または 1)

であるので、上の j-リーマン不変量に v を追加すると、それが相空間 Ω 上で

U と 1 対 1 に対応する。

このパラメータに関しては、

d

ds
λ1(U) = ∇Uλ1(U)U

′(s) = ∇Uλ1(U)r1(U(s)) > 0,
d

ds
λ3(U) < 0

なので、1-膨張波曲線 R1(U0) は s > 0 で得られ、よって、







Pvγ = P0v
γ
0 ,

u+
C

θ
= u0 +

C0

θ

(v ≥ v0, , P ≤ P0, u ≥ u0)
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またはパラメータ表示により、















v = v0e
s,

u = u0 −
C0

θ
(e−θs − 1),

P = P0e
−γs

(s ≥ 0) (3.24)

と表され、1-膨張波曲線 R3(U0) は、







Pvγ = P0v
γ
0 ,

u− C

θ
= u0 −

C0

θ

(v ≤ v0, , P ≥ P0, u ≥ u0)

またはパラメータ表示により、



















v = v0e
s,

u = u0 +
C0

θ
(e−θs − 1),

P = P0e
−γs

(s ≤ 0) (3.25)

と表される。

この R1(U0) に対しては s = δ、R3(U0) に対しては s = −δ とすれば、いずれの
場合も δ ≥ 0 で、

dU

dδ
= rj(U)

を満たす。また、膨張波解を (t, x)で表わすために、(3.24) (s = δ)を λ1(U) = x/t

に代入すれば、

λ1(U) = −C
v

= −C0e
−θδ

v0eδ
= −C0

v0
e−(1+θ)δ =

x

t

より、

e−δ =

(

− v0
C0

x

t

)1/(1+θ)
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となる。これを (3.24) (s = δ) に代入すれば 1-膨張波が (t, x) の式で表される。

この場合は、オイラー座標の場合とは異なり、uは x/tの一次式とはならない。

3-膨張波の方も、(3.25) (s = −δ) を λ3(U) = x/t に代入すれば、

λ3(U) =
C

v
=
C0e

θδ

v0e−δ
=
C0

v0
e(1+θ)δ =

x

t

より、

eδ =

(

v0
C0

x

t

)1/(1+θ)

となり、これを (3.25) (s = −δ)に代入すれば 3-膨張波が (t, x)の式で表される。

3.7 バロトロピックのオイラー座標系の場合の例

2.5 節の最後に書いたように、オイラー座標系での保存則方程式の圧力を ρ の

みの関数 P = P (ρ) とみて、質量保存則 (2.10) と運動量保存則 (2.15) のみで閉

じた系と考えることも多い。ここでは、その場合を考えてみる。この場合は通

常等エントロピー流: P = Aργ (1 < γ < 3) や等温流: P = Aρ を想定しているこ

とが多く、

P ′(ρ) > 0, P ′′(ρ) ≥ 0

を仮定する場合が多い。

まず、方程式を U = T(ρ, u) の方程式に書き直すと、3.5 節の計算により、u に

関する方程式がこの場合は

ut + uux +
Px

ρ
= ut + uux +

P ′(ρ)

ρ
ρx = 0

となるので、U に関して

[

ρ

u

]

t

+







u ρ

P ′

ρ
u







[

ρ

u

]

x

= 0
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と書ける。

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ− u −ρ

−P
′

ρ
λ− u

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ− u)− P ′(ρ)

より、P ′(ρ) > 0 の仮定の元で、固有値は

λ1 = u−
√

P ′(ρ), λ2 = u+
√

P ′(ρ)

で、固有ベクトルは r = c2
T(ρ, λ− u) より、

r1 =

[

−ρ√
P ′

]

, r2 =

[

ρ√
P ′

]

となり、

∇Uλ1 =

(

P ′′

2
√
P ′
, 1

)

, ∇Uλ2 =

(

P ′′

2
√
P ′
, 1

)

で、

∇Uλ1 · r1 = − ρP ′′

2
√
P ′

−
√
P ′ = −ρP

′′ + 2P ′

2
√
P ′

, ∇Uλ2 · r2 =
ρP ′′ + 2P ′

2
√
P ′

となるので、ρP ′′ + 2P ′ > 0 ならば 1-特性方向も 2-特性方向も真性非線形とな

る。P = Aργ (γ ≥ 1) の場合であれば、

ρP ′′ + 2P ′ = Aγ(γ + 1)ργ−1

なので確かに正となる。

リーマン不変量は、

∇w · r1 = −ρwρ +
√
P ′wu = −

√
P ′

(

ρ√
P ′
wρ − wu

)

= 0
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より、

dρ

ds
=

ρ√
P ′
,

du

ds
= −1, (ρ(0), u(0)) = (ρ0, u0)

を解いて、

u = u0 − s,

∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ = s

となるので、

u+

∫ ρ

a

√

P ′(ξ)

ξ
dξ = u0 +

∫ ρ0

a

√

P ′(ξ)

ξ
dξ

となるので、この左辺が 1-リーマン不変量となる。同様に、2-リーマン不変量は、

u−
∫ ρ

a

√

P ′(ξ)

ξ
dξ

となる。

(λ1(U(s)))
′ < 0なのでパラメータ s < 0となり、よって 1-膨張波曲線 R1(U0)は、

u = u0 −
∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (ρ ≤ ρ0, u ≥ u0) (3.26)

2-膨張波曲線 R2(U0) は (λ2(U(s)))
′ > 0 より s > 0 なので

u = u0 +

∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (ρ ≥ ρ0, u ≥ u0) (3.27)

となる。

P = Aργ (γ ≥ 1) の場合で言えば、

∫

√

P ′(ρ)

ρ
dρ =







√
Aγ

θ
ρθ (γ > 1 のとき)

√
A log ρ (γ = 1 のとき)
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ρ

u

0

U0

R1(U0)
R2(U0)

図 3.5: (ρ, u) 平面での膨張波曲線 R1(U0), R2(U0)

なので、γ > 1と γ = 1とで ρ→ +0のときの挙動が異なり、R1(U0)は、ρ→ +0

のときに

u→







u0 +

√
Aγ

θ
ρθ0 (γ > 1 のとき)

+∞ (γ = 1 のとき)

となる。つまり、γ > 1 のときは R1(U0) は ρ→ +0 のときに有限の u のところ

で u 軸に当たって止まるが、γ = 1 のときには R1(U0) は u 軸を漸近線として

無限に伸びる。

なおこの違いは、リーマン問題が真空状態 (ρ = 0) を解として含むかどうかに

関係する。

また、R1(U0) の場合は (3.26) により、

dU

dρ
=

d

dρ

[

ρ

u

]

=

[

1

−
√
P ′/ρ

]

= −1

ρ
r1(U)

であるから、ρ = ρ0e
−δ とすれば δ ≥ 0 で、

dU

dδ
=
dU

dρ

dρ

dδ
= −1

ρ
r1(U)ρ0(−e−δ) = r1(U)

となり、R2(U0) の場合は (3.27) により、

dU

dρ
=

d

dρ

[

ρ

u

]

=

[

1√
P ′/ρ

]

=
1

ρ
r2(U)
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であるから、ρ = ρ0e
δ とすれば δ ≥ 0 で、

dU

dδ
=
dU

dρ

dρ

dδ
=

1

ρ
r2(U)ρ0e

δ = r2(U)

となる。

λ1(U) = x/t に (3.26) を代入すると、

λ1(U) = u−
√

P ′(ρ) = u0 −
∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ −

√

P ′(ρ)
x

t
(3.28)

となるので、これを ρについて解けば、そしてそれを (3.26)に代入すればU を

(t, x) の式で表される。

例えば P = Aργ (1 < γ < 3) の場合、(3.28) は

u0 −
√
Aγ

θ
ρθ +

√
Aγ

θ
ρθ0 −

√

Aγρθ =
x

t

となるので、

√

Aγρθ =
θ

1 + θ

(

u0 +

√
Aγ

θ
ρθ0 −

x

t

)

,

u = u0 −
√
Aγ

θ
ρθ +

√
Aγ

θ
ρθ0

= u0 +

√
Aγ

θ
ρθ0 −

1

1 + θ

(

u0 +

√
Aγ

θ
ρθ0 −

x

t

)

=

(

u0 +

√
Aγ

θ
ρθ0

)

+
1

1 + θ

x

t

のようになる。また、P = Aρ のときは (3.28) は

u0 −
√
A log ρ+

√
A log ρ0 −

√
A =

x

t

より、この場合は

√
A log ρ = u0 +

√
A log ρ0 −

√
A− x

t

u = u0 +
√
A log ρ0 −

√
A log ρ =

√
A+

x

t
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となる。

同様に、R2(U0) は、

λ2 = u+
√
P ′ = u0 +

∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ +

√
P ′ =

x

t

となるから、P = Aργ (1 < γ < 3) の場合は、

√

Aγρθ =
θ

1 + θ

(

−u0 +
√
Aγ

θ
ρθ0 +

x

t

)

,

u =

(

u0 −
√
Aγ

θ
ρθ0

)

+
1

1 + θ

x

t

P = Aρ の場合は、

√
A log ρ = −u0 +

√
A log ρ0 −

√
A+

x

t

u = −
√
A+

x

t

となる。

3.8 バロトロピックのラグランジュ座標系の場合の例

3.7 節と同様に、ラグランジュ座標系の方程式系 (2.19) の圧力を P = P (v) と見

て、最初の 2 本のみ (いわゆる P -system) を同様に考察する。この場合も通常

は P = Av−γ (1 ≤ γ < 3) を想定していて、

P ′(v) < 0, P ′′(v) > 0

を仮定することが多い。

方程式を U = T(v, u) で書けば

[

v

u

]

t

+

[

0 −1

P ′ 0

][

v

u

]

x

= 0
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で、P ′ < 0 であれば固有値は

λ1 = −
√

−P ′(v), λ2 =
√

−P ′(v)

であり、固有ベクトルは

r1 =

[

1
√

−P ′(v)

]

, r2 =

[

−1
√

−P ′(v)

]

で、

∇Uλ1r1 = ∇Uλ2r2 =
P ′′

2
√
−P ′

より、P ′′ > 0 であれば 1-特性方向、2-特性方向は真性非線形となる。

リーマン不変量は、

∇Uw · r1(U) = wv +
√

−P ′(v)wu =
√

−P ′(v)

(

1√
−P ′

wv + wu

)

= 0

より、

dv

ds
=

1√
−P ′

,
du

ds
= 1

から、

∫ v

v0

√

−P ′(ξ)dξ = s, u− u0 = s

となるので、

u−
∫ v

a

√

−P ′(ξ)dξ
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が 1-リーマン不変量となる。P = Av−γ (γ ≥ 1) の場合は、











u+

√
Aγ

θ
v−θ (γ > 1 の場合)

u−
√
A log v (γ = 1 の場合)

となる。ここから、3 本の連立方程式の場合と同様、オイラー座標系の場合の

リーマン不変量に対応していることがわかる。

2-リーマン不変量も同様に

u+

∫ v

a

√

−P ′(ξ)dξ

と得られる。

1-膨張波曲線 R1(U0) は、

u = u0 +

∫ v

v0

√

−P ′(ξ)dξ (v ≥ v0, u ≥ u0) (3.29)

2-膨張波曲線 R2(U0) は、

u = u0 −
∫ v

v0

√

−P ′(ξ)dξ (v ≤ v0, u ≥ u0) (3.30)

となる。P = Av−γ (γ ≥ 1)の場合、v → +0のときは R2(U0)は γ = 1でも γ > 1

でも u → ∞ となるが、v → ∞ のときの R1(U0) は、γ = 1 と γ > 1 では様子が

異なり、

u→







u0 +

√
Aγ

θ
v−θ
0 (γ > 1 のとき)

+∞ (γ = 1 のとき)

となる。

また、R1(U0) の場合は (3.29) より、

dU

dv
=

d

dv

[

v

u

]

=

[

1√
−P ′

]

= r1(U)
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v

u

0

U0

R2(U0)
R1(U0)

図 3.6: (v, u) 平面での膨張波曲線 R1(U0), R2(U0)

R2(U0) の場合は (3.30) より、

dU

dv
=

d

dv

[

v

u

]

=

[

1

−
√
−P ′

]

= −r2(U)

なので、v = v0 + δ, v = v0 − δ とすれば δ ≥ 0 で、

dU

dδ
= rj(U)

が成り立つ。

R1(U0) を (t, x) で表わすには、

λ1(U) = −
√

−P ′(v) =
x

t

を v で解けば (t, x) で表わされ、それを (3.29) に代入すれば u も (t, x) で表さ

れる。同様に R2(U0) も、

λ2(U) =
√

−P ′(v) =
x

t

を v で解いて、それを (3.30) に代入すれば v, u が (t, x) で表される。

例えば、P = Av−γ (1 < γ < 3) の場合、R1(U0) は

√

Aγv−1−θ = −x
t
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より

v =

(

− 1√
Aγ

x

t

)−1/(1+θ)

(x < 0)

であり、u は

u = u0 −
√
Aγ

θ
(v−θ − v−θ

0 )

にそれを代入して得られる。

4 不連続解

4.1 はじめに

保存則方程式の代表的な例である理想気体の方程式では、衝撃波という不連続

な物理現象が存在するが、この節ではそのような不連続な解について考察する。

もちろん、不連続な関数は微分できないので、その不連続なところでは微分方

程式

Ut + F (U)x = 0 (4.1)

は満たされない。もし、不連続な箇所が、(t, x) 平面上のある曲線上であれば、

そこは全体では測度 0の集合だから、といってそれを無視し、その曲線以外で

は (4.1) を満足する関数を解とすればいい、というわけではない。それでは適

切な衝撃波を再現できないし、解の一意性も保証できない。

では、その (4.1)に「意味のある」不連続性とはどのようなものであるかを、い

くつかの角度から検討してみる。

4.2 物理的な要請

まずは、その不連続解の物理的な適切性を考察してみる。ここでは、2 節で導

いた、オイラー座標系での理想気体の保存則方程式系 (2.10), (2.15), (2.16) を例
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に取って考察する。

このオイラー座標系での理想気体の方程式系を (4.1) の形に書いた場合、この

F (U) は特に

F (U) = uU +G(U), G(U) =







0

P

Pu







の形をしている。uU は、境界を超えて保存量 U の流入や流出による項で、G(U)

は、境界に働く力によって時間とともに増減される保存量で、Gの第 2成分の

P は力積、第 3 成分の Pu は仕事を表していた。

今、解の不連続性がなめらか (C1) な曲線 x = d(t) に沿って現れる (x 軸には平

行には現れない) とし、その不連続線以外では U = U(t, x) はなめらか (C1) な

関数で方程式 (4.1)を満たすとする。そして、その不連続性は第一種の不連続、

すなわちこの不連続線へ向かっての U の有限な極限が存在するとする。なお、

通常 x < d(t) 側の解を Ul, x > d(t) 側の解を Ur のように書くことが多く、ここ

でも適宜そのような記法を用いる。

x

t

Ul Ur

x = d(t)

図 4.1: 不連続線と左右の解

物理的な要請とは、もちろん、

「保存量は、その不連続線の前後でも保存されること」

である。

簡単のために、(t0, x0) = (t0, d(t0)) の近くを拡大して考えることで、x = d(t) を

直線 x = x0 + s0(t − t0) (s0 = d′(t0)) と見なし、U(t, x) も x = d(t) の左右で定数
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ベクトル Ul (= U(t0, d(t0)− 0)), Ur (= U(t0, d(t0) + 0)) であると考える。そして、

∆t > 0を十分小さい定数として、t0 ≤ t ≤ t0 +∆tの時間変化での保存量の変化

を考える。

x1, x2 を、それぞれ x0 の左右の点とし、t = t0 でそれぞれの位置にあった気体

の ∆t 秒後の位置をそれぞれ x′1, x
′

2 とし、x
′

0 = d(t0 +∆t) とすると、











x′0 = x0 + s0∆t,

x′1 = X(t0 +∆t; t0, x1) = x1 + ul∆t,

x′2 = X(t0 +∆t; t0, x2) = x2 + ur∆t

(4.2)

となる (x′1, x
′

0, x
′

2 の順序は変わらないように ∆t を十分小さくとる)。

x0x1 x2

x′0x′1 x′2

Ul Ur

t

x

t0

t0 +∆t

図 4.2: xj, Ul, Ur

このとき、t = t0 のときの x1 ≤ x ≤ x2 における保存量 M と t = t0 + ∆t の

ときの x′1 ≤ x ≤ x′2 における保存量 M ′ の値を比べると、x1 から x′1 への直線

x = x1 + ul(t − t0) と x2 から x′2 への直線 x = x2 + ur(t − t0) は流体とともに移

動しているから、これらの線を超えて流体の出入りはなく、よって保存量の出

入り (uU) もない。よって、時間とともに境界に働く力によって増減される量

(G(U)) による変化があるだけなので、

M ′ =M +∆tG(Ul)−∆tG(Ur) (4.3)

が成り立つ。M , M ′ は、

M = (x2 − x0)Ur + (x0 − x1)Ul, M ′ = (x′2 − x′0)Ur + (x′0 − x′1)Ul
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であるから、これを (4.3) に代入すると、

(x′2 − x′0)Ur + (x′0 − x′1)Ul = (x2 − x0)Ur + (x0 − x1)Ul +∆tG(Ul)−∆tG(Ur)

となる。これに (4.2) を代入して整理すると

(ur∆t− s0∆t)Ur + (s0∆t− ul∆t)Ul = ∆t(G(Ul)−G(Ur))

となるので ∆t で割れば、

s0(Ur − Ul) = urUr +G(Ur)− {ulUl +G(Ul)}

すなわち、

s0[U ] = [F (U)] (4.4)

が得られることになる。ここで、[·] は、

[g(U)] =
[

g
]U=Ur

U=Ul

= g(Ur)− g(Ul)

を表す記号で、この不連続線にともなっての左から右への段差を意味している。

この (4.4)は不連続性の前後での U の値と、不連続線の伝播速度 s0 が満たすべ

き関係式で、ランキン-ユゴニオ関係式 (Rankine-Hugoniot relation)または、ランキ
ン-ユゴニオ条件 と呼ばれる。

上の議論は、(t0, x0)の付近で拡大して定数と見る、ということをしなくても同

じことを行うことは可能である。t0 ≤ t ≤ t1 で不連続線の x = d(t) の左側に曲

線 x = X(t; t0, a) があるように x = a を取り、右側に曲線 x = X(t; t0, b) がある

ように x = b を取る。そして、D1 をこの不連続線の左側の領域、D2 を右側の

領域とする:

D1 = {(t, x); X(t; t0, a) < x < d(t), t0 < t < t1},
D2 = {(t, x); d(t) < x < X(t; t0, b), t0 < t < t1}
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x0

x′0X1 X2

a b

D1 D2

t

x

t0

t1

図 4.3: Xj , D1, D2

このとき上の考察と同様に、曲線 x = X(t; t0, a), x = X(t; t0, b) を超えて保存量

の流入、流出はなく、その上での G による影響があるだけなので、



























M ′ =M +

∫ t1

t0

G(t,X(t; t0, a))dt−
∫ t1

t0

G(t,X(t; t0, b))dt,

M =

∫ b

a

U(t0, x)dx, M ′ =

∫ X2

X1

U(t1, x)dx

(X1 = X(t1; t0, a), X2 = X(t1; t0, b))

(4.5)

がいえる。

D1 の内部では Ut + F (U)x = 0 を満たし、かつ U の x = d(t) への極限は存在す

るのでそれを U(t, d(t)− 0) と書けば、Green の公式:

∫∫

D

(ft + gx)dxdt = 	

∫

∂D

(−fdx+ gdt) (4.6)

より、

0 =

∫∫

D1

(Ut + F (U)x)dxdt = 	

∫

∂D1

(−Udx+ F (U)dt)

=

∫ x0

a

(−U(t0, x))dx+
∫ t1

t0

[

−U(t, x)dx
dt

+ F (U(t, x))

]

x=d(t)−0

dt

−
∫ x′

0

X1

(−U(t1, x))dx−
∫ t1

t0

[

−U(t, x)dx
dt

+ F (U(t, x))

]

x=X(t;t0,a)

dt

(x′0 = d(t1))
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= −
∫ x0

a

U(t0, x)dx+

∫ x′

0

X1

U(t1, x)dx

+

∫ t1

t0

[F (U(t, x))− d′(t)U(t, x)]x=d(t)−0 dt

−
∫ t1

t0

[F (U(t, x))− u(t, x)U(t, x)]x=X(t;t0,a)
dt ((2.5) より)

= −
∫ x0

a

U(t0, x)dx+

∫ x′

0

X1

U(t1, x)dx−
∫ t1

t0

G(U(t,X(t; t0, a)))dt

+

∫ t1

t0

[F (U(t, x))− d′(t)U(t, x)]x=d(t)−0 dt (4.7)

同様に、D2 での積分を考えれば、

0 =

∫∫

D2

(Ut + F (U)x)dxdt = 	

∫

∂D2

(−Udx+ F (U)dt)

= −
∫ b

x0

U(t0, x)dx+

∫ X2

x′

0

U(t1, x)dx+

∫ t1

t0

G(U(t,X(t; t0, b)))dt

−
∫ t1

t0

[F (U(t, x))− d′(t)U(t, x)]x=d(t)+0 dt (4.8)

となるので、(4.7), (4.8) を加えると、

0 = −
∫ b

a

U(t0, x)dx+

∫ X2

X1

U(t1, x)dx+

∫ t1

t0

[

G(U(t, x))
]x=X(t;t0,b)

x=X(t;t0,a)
dt

−
∫ t1

t0

[

F (U(t, x))− d′(t)U(t, x)
]x=d(t)+0

x=d(t)−0
dt

が得られる。

(4.5)により、この式の右辺の最初の 3項の和は 0であるから、x = d(t)の両端

の値での積分のみが残り、

∫ t1

t0

[

F (U(t, x))− d′(t)U(t, x)
]x=d(t)+0

x=d(t)−0
dt = 0

が成り立つこととなる。t0, t1 は任意であるから、よって x = d(t) 上で

[F (U)] = d′(t)[U ] (4.9)
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が成り立つことがわかる。これで (4.9) と同等のランキン-ユゴニオ条件が得ら

れることになる。

4.3 特異性の伝播

この不連続線を、偏微分方程式の「特異性の伝播」という観点から考えてみる。

この節は、[7] の第 5 章 §1.3、「不連続線としての特性曲線. 波面」の節での議

論を参考に考察を行う。

まずは、方程式 (4.1)の導関数の不連続性について考える。U(t, x)が (t, x)につ

いて連続で、(C1)曲線 x = x(t)以外ではなめらか (C1)で、x = x(t)では Ut, Ux

が不連続であるが、x = x(t)への有限な極限値は存在する (第一種不連続)であ

るとする。つまり、

U(t, x(t) + 0)− U(t, x(t)− 0) = 0 (4.10)

Ux(t, x(t) + 0)− Ux(t, x(t)− 0) = H(t) (4.11)

であるとする。

まず、(4.10) を t で微分すると、

Ut(t, x(t) + 0) + x′(t)Ux(t, x(t) + 0)− {Ut(t, x(t)− 0) + x′(t)Ux(t, x(t)− 0)} = 0

となるので、

[Ut] =
[

Ut

]x=x(t)+0

x=x(t)−0
= −x′(t)[Ux] = −x′(t)H(t)

となるが、方程式 (4.1) より、

[Ut] = [−F (U)x] = −[∇UF (U)Ux]

= −∇UF (U(t, x(t))){Ux(t, x(t) + 0)− Ux(t, x(t)− 0)}
= −∇UF (U)H(t)
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となるので、∇UF (U)H(t) = x′(t)H(t) がいえる。よって、H(t) 6= 0 であれば、

ある j に対し、

{

x′(t) = λj(U(t, x(t))),

H(t) = c(t)rj(U(t, x(t)))
(4.12)

が成り立つ。よって、(4.12) の第 1 式より、このような x = x(t) は j-特性曲線

であることがわかる。

例えば、膨張波解 (3.8)の端の特性曲線 x = λj(U0)t, x = λj(U1)tが、この導関数

の不連続線に相当する。

なお、[7]では、方程式を座標変換して考察しているが、それはこの場合で言え

ば、この不連続線の近くで、

{

η = x− x(t),

ξ = t

のような座標変換を行うことに相当し、この (η, ξ) は、

∣

∣

∣

∣

∣

ηt ηx
ξt ξx

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

−x′(t) 1

1 0

∣

∣

∣

∣

∣

= −1

であるから確かに (t, x) の代わりに (η, ξ) に座標変換できて、x = x(t) では

[Uξ] = 0, [Uη] = H となることになる。これは、

{

Ut = Uη(−x′(t)) + Uξ,

Ux = Uη

から、

{

Uη = Ux,

Uξ = Ut + x′(t)Ux

となるから、直接 (4.10), (4.11) から

[Uξ] =
d

dt
U(t, x(t) + 0)− d

dt
U(t, x(t)− 0) = 0,

[Uη] = [Ux] = H(t)
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のように得ることもできる。

よって、(4.1) を (η, ξ) で表せば、

0 = Ut + Fx = −x′(t)Uη + Uξ + Fη = −x′(t)Uη + Uξ +∇UF (U)Uη

とすることで、この式の x = x(t) での段差を考えれば、

−x′(t)[Uη] + [Uξ] +∇UF (U)[Uη] = (∇UF (U)− x′(t))H(t) = 0

となるので、(4.12) を得ることができる。

次は、U 自身の不連続性について考える。そのために、2 節で微分方程式を導

くために使われた M̄1, N̄1 を考える。

2.4 節では、この M̄1, N̄1 に対する保存則 (2.9) を、それらが微分可能であると

して t, xで微分することで質量保存則方程式 (2.10) を導いたわけであるが、今

はその微分可能性を保証できない場合を考えるわけであるから、むしろその前

の、M̄1, N̄1 に対する保存則 (2.9) から始めるべきである。

つまり一般には、(4.1) を考える代わりに、その前の形の保存則として、

Ū(t, x) =

∫ x

x0

U(t, y)dy, F̄ (t, x) =

∫ t

t0

F (U(s, x))ds,

に対して、

Ū(t, x) + F̄ (t, x) = Ū(t0, x) + F̄ (t, x0) (4.13)

が成り立つ、として話を始める。

なめらか (C1) な曲線 x = d(t) が U の不連続線で、x = x0 はその左にあるとす

る。この x = d(t)以外では Ū , F̄ は十分滑らかで (4.13)を満たし、x = d(t)では

Ū , は連続ではあるが、その微分は不連続 (第一種不連続) であるとする:

Ū(t, d(t) + 0) = Ū(t, d(t)− 0) (4.14)
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なお、この (4.14) と (4.13) を組み合わせると、

[F̄ ] = −[Ū ] + [Ū(t0, x)] + [F̄ (t, x0)] = 0

となるので、F̄ も連続であることが言える。

(4.14) を t について微分すると、

[Ūt] + d′(t)[Ūx] = 0

が成り立ち、x = d(t) 以外では Ūx = U であるので、

[Ūt] = −d′(t)[U ]

となる。一方、(4.13) より、

[Ūt] = [−F̄t(t, x) + F̄t(t, x0)] = −[F̄t(t, x)] = −[F ]

となるので、結局ランキン-ユゴニオ条件

[F ] = d′(t)[U ]

が得られることになる。

4.4 ラグランジュ座標系での不連続性

ここまでの、4.2, 4.3 節での考察は オイラー座標系での話であったので、ラグ

ランジュ座標系 (質量座標系) の方程式にそのまま同じような形で成り立つか

どうかは定かではない。しかも、2.6 節での ラグランジュ座標系の方程式の導

出は、解がなめらかであるとして式変形を行っているので、不連続な解に対し

てはそこでの計算は意味を持たず、不連続な解に関する両座標系での対応は不

明である。よって、ここでは 4.2節で得られたランキン-ユゴニオ条件が、ラグ

ランジュ座標系ではどのようになるのかを考えてみることにする。
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まず、ここでは簡単のため

B =
u2

2
+ e

のように書くこととし、オイラー座標系での方程式を

Ut + F (U)x = 0, U =







ρ

ρu

ρB






, F (U) =







ρu

ρu2 + P

ρuB + Pu






(4.15)

ラグランジュ座標系での方程式を

Ṽτ + G̃(Ṽ )z = 0, Ṽ =







ṽ

ũ

B̃






, G̃(Ṽ ) =







−ũ
P̃

P̃ u






(4.16)

のように書くこととする。

x = x0 は、不連続線 x = d(t) より左にあるとし、x = x0 から右にみて最初にあ

らわれる不連続線が x = d(t)であるとする。この x = d(t)を質量座標で表した

曲線を z = d̃(τ) とすると、

d̃(t) =

∫ d(t)

X0

ρ(t, y)dy, X0 = X(t; t0, x0) (4.17)

が tに対して成り立つことになる。この積分の中に現れる ρは、y < d(t)なので

なめらかな関数であり、方程式 (4.15) を満たすことに注意する。この式 (4.17)

を t で微分すると、(2.5) より、

d̃′(t) = ρ(t, d(t)− 0)d′(t)− ρ(t,X0)
d

dt
X0 +

∫ d(t)

X0

ρt(t, y)dy

= ρ(t, d(t)− 0)d′(t)− ρ(t,X0)u(t,X0)−
∫ d(t)

X0

(ρu)x(t, y)dy

= ρ(t, d(t)− 0)d′(t)− (ρu)(t, d(t)− 0)

となるので、

d̃′ = ρl(d
′ − ul)
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よって、

d′ =
d̃′

ρl
+ ul = ṽld̃

′ + ũl (4.18)

となることがわかる。なお、ここでは簡単のため、

Ur = U(t, d(t) + 0), Ul = U(d(t)− 0)

のように書くことにする。この関係式 (4.18)を用いて、オイラー座標系に対す

るランキン-ユゴニオ条件











d′[ρ] = [ρu]

d′[ρu] = [ρu2 + P ]

d′[ρB] = [ρuB + Pu]

(4.19)

からラグランジュ座標系の関係式を導くことにする。

まず、

frgr − flgl = (fr − fl)gr + fl(gr − gl) = fr(gr − gl) + (fr − fl)gl

より、

[fg] = [f ]gr + fl[g] = [f ]gl + fr[g] (4.20)

であることに注意する。

まず、(4.19) の第 1 式に (4.18) を代入すると、

0 = [ρu]− d′[ρ] = [ρ̃ũ]− (ṽld̃
′ + ũl)[ρ̃] = ũl[ρ̃] + ρ̃r[ũ]− ṽld̃

′[ρ̃]− ũl[ρ̃]

= ρ̃r

(

[ũ]− d̃′
ṽl
ρ̃r
[ρ̃]

)

となる。ここで、

ṽl
ρ̃r
[ρ̃] =

ṽl
ρ̃r
(ρ̃r − ρ̃l) = ṽl − ṽr = −[ṽ]

(

v =
1

ρ

)
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より、

0 = ρ̃r([ũ] + d̃′[ṽ])

となる。よって結局

[ũ] = −d̃′[ṽ] (4.21)

が得られることになる。

次に、(4.19) の第 2 式に (4.18) を代入すると、

0 = [ρu2 + P ]− d′[ρu] = [ρ̃ũ2] + [P̃ ]− (ṽld̃
′ + ũl)[ρ̃ũ]

= [P̃ ] + ρ̃rũr[ũ]− d̃′ṽl[ρ̃ũ]

となるが、(4.21) を代入すると

ρ̃rũr[ũ]− d̃′ṽl[ρ̃ũ] = −ρ̃rũrd̃′[ṽ]− d̃′ṽl[ρ̃ũ] = −d̃′[ρ̃ũṽ] = −d̃[ũ]

となるので、結局

[P̃ ] = d̃′[ũ] (4.22)

が得られる。

同様に、(4.19) の第 3 式は、(4.21) を用いれば、

0 = [ρuB + Pu]− d′[ρB] = [ρ̃ũB̃] + [P̃ ũ]− (ṽld̃
′ + ũl)[ρ̃B̃]

= [P̃ ũ] + [ũ]ρ̃rB̃r − d̃′ṽl[ρ̃B̃] = [P̃ ũ]− d̃′([ṽ]ρ̃rB̃r + ṽl[ρ̃B̃])

= [P̃ ũ]− d̃′[ṽρ̃B̃] = [P̃ ũ]− d̃′[B̃]

より、

[P̃ ũ] = d̃′[B̃] (4.23)
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が得られる。

結局、(4.21), (4.22), (4.23) により、ラグランジュ座標系でもオイラー座標系の

場合と同形のランキン-ユゴニオ条件

[G̃(Ṽ )] = d̃′[Ṽ ]

が成り立つことになる。

一般に、保存則方程式 (4.1) が別の形の発散形

Wt +H(W )x = 0

に書き直すことができるとき、それで不連続線に関する条件を

d′[W ] = [H(W )]

としていいかというとそうではない。例えば、単独保存則

ut +

(

u2

2

)

x

= 0 (4.24)

に対するランキン-ユゴニオ条件は、

d′[u] =

[

u2

2

]

=
u2r − u2l

2
=
ul + ur

2
[u]

すなわち、

d′ =
ul + ur

2

となるが、この (4.24) は、u がなめらかならば、

(

u2

2

)

t

+

(

u3

3

)

x

= 0
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と書くこともでき、これに対するランキン-ユゴニオ条件を考えると

d′
[

u2

2

]

=

[

u3

3

]

=
1

3
[u](u2l + ulur + u2r)

すなわち、

d′ =
2

3

u2l + ulur + u2r
ul + ur

となり、ランキン-ユゴニオ条件の意味するものが変わってしまう。

つまり、保存則方程式のランキン-ユゴニオ条件を考える場合は、解がなめらか

であると見て方程式を変形して、別の保存系に書き直してはいけない、という

ことになる。

その意味では、2.6 節のラグランジュ座標系の方程式の導出では、解がなめら

かであるとして無理矢理保存系の形に書き直したようにも見えるが実はそうで

はなく、この節の結果により、その形 (4.16)がオイラー座標系の保存則方程式

(4.15) にちゃんと対応した形のものであることを意味している。

4.5 ランキン-ユゴニオ条件を満たすベクトルの構造

4.2, 4.3 節で見たように、不連続線と左右の解の値はランキン-ユゴニオ条件を

満たす必要があることがわかる。よって、(4.1)の一番単純な不連続解は、ラン

キン-ユゴニオ条件

s(Ur − Ul) = F (Ur)− F (Ul) (4.25)

を満たす定数ベクトル Ul, Ur, と定数値 s に対して、

U(t, x) =

{

Ul (x < st のとき),

Ur (x > st のとき)

であることになる。なお、この解は U0 = Ul, U1 = Ur のときの初期条件 (3.9)を

満たす解になっていて、よってそのような初期値に対するリーマン問題の解に

なっている。
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条件式 (4.25)は、一般には N 本の式であり、よって Ul を任意に Ω内のベクト

ルと固定し、(4.25) から (N + 1) 個の未知数である Ur, s を求めると考えると、

それらは一つのパラメータで表現されるものとなり、Ur は相空間 Ω 上の曲線

(曲線群)となるはずである。この節では、それがどのようなものであるかを考

えてみることにする。ただし、一般の F に対しては、大域的な構造を知ること

は無理なので、ここでは Ul の近くに限定した局所的な構造を調べることにな

るが、後で具体例で大域的な構造についても考える。

以後 Ur を、単に U と書くことにする。(4.25) の右辺を

F (U)− F (Ul) =
[

F (Ul + τ(U − Ul)
]τ=1

τ=0
=

∫ 1

0

∇UF (Ul + τ(U − Ul))dτ(U − Ul)

と変形し、この行列を

G(U) = G(U ;Ul) =

∫ 1

0

∇UF (Ul + τ(U − Ul))dτ

とすると、(4.25) は

G(U)[U ] = s[U ] (4.26)

と書ける。不連続線では [U ] 6= 0 なので、これは

s は G(U) の固有値で、[U ] はそれに対する固有ベクトル

であることを意味する。

lim
U→Ul

G(U) = ∇UF (Ul)

であるので、U が Ul の十分近くにあれば、G(U)の固有方程式は ∇UF (Ul)の固

有方程式と近いものになり、よって、両者の固有値、固有ベクトルも近いもの

となる (固有ベクトルの方は正確に言えば、近いものが取れる) ので、U が Ul

に十分近ければ、G(U) の固有値はすべて異なる実数で、その固有値 µj(U), お

よびそれに対する固有ベクトル Rj(U) は、

µ1(U) < · · · < µN(U), lim
U→Ul

µj(U) = µ(Ul) = λj(Ul),

lim
U→Ul

Rj(U) = Rj(Ul) = rj(Ul)
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を満たす (ものが取れる)。このとき (4.26) は、ある k に対して、

s = µk(U), [U ] // Rk(U) (4.27)

を意味する。この後者の方程式

U − Ul = δRk(U) (4.28)

によって相空間上の曲線 U = U(δ) = Uk(δ) が得られ、それによって s が s =

µk(U(δ)) と同じパラメータで表現されることになる。

詳しく述べれば、

∇U(U − Ul − δRk(U))
∣

∣

∣

δ=0
= E

なので、陰関数定理により |δ|が十分小さいところでU = U(δ)が一意に定まる。

よって、(4.28) は δ = 0 の近くで確かに 1 本の相空間内の曲線 U = Uk(δ) を決

定し、(4.26)は、少なくとも Ul の近くでは N 本の曲線U = U1(δ),. . .UN(δ)を与

えることになる。

今度はもう少し細かく、その曲線 U = Uk(δ)の向きや、s = sk(δ) = µk(Uk(δ))の

変化について考えてみる。まず (4.28) より、δ = 0 のとき、

Uk(0) = Ul, sk(0) = µk(Ul) = λk(Ul) (4.29)

となる。また、(4.28) を δ で微分すれば、

U ′

k(δ) = Rk(Uk(δ)) + δ∇URk(Uk(δ))U
′

k(δ)

となるので、δ = 0 とすれば

U ′

k(0) = Rk(Uk(0)) = Rk(Ul) = rk(Ul) (4.30)

が得られる。
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次は U ′′

k (0) と s′k(0) を求めるために、(4.25) に戻って Ur = Uk(δ), s = sk(δ) を代

入して δ で 2 回微分する。

sk(δ)(Uk(δ)− Ul) = F (Uk(δ))− F (Ul)

s′k[Uk] + skU
′

k = ∇UF (Uk)U
′

k

s′′k[Uk] + 2s′kU
′

k + skU
′′

k = {∇UF (Uk)}′U ′

k +∇UF (Uk)U
′′

k

δ = 0 とすると、(4.29), (4.30) より、

2s′k(0)rk(Ul) + λk(Ul)U
′′

k (0) = {∇UF (Uk)}′(0)rk(Ul) +∇UF (Ul)U
′′

k (0) (4.31)

となる。一方、

∇UF (U)rk(U) = λk(U)rk(U)

に U = Uk(δ) を代入して δ で微分すれば、

{∇UF (Uk)}′rk(Uk) +∇UF (Uk)rk(Uk)
′ = λk(Uk)

′rk(Uk) + λk(Uk)rk(Uk)
′

{∇UF (Uk)}′rk(Uk) +∇UF (Uk)∇Urk(Uk)U
′

k

= {∇Uλk(Uk)U
′

k}rk(Uk) + λk(Uk)∇Urk(Uk)U
′

k

となるので、δ = 0 とすると

{∇UF (Uk)}′(0)rk(Ul) +∇UF (Ul)∇Urk(Ul)rk(Ul)

= {∇Uλk(Ul)rk(Ul)}rk(Ul) + λk(Ul)∇Urk(Ul)rk(Ul) (4.32)

となる。よって、(4.31) と (4.32) の両辺を引き算して整理すると、

{∇UF (Ul)− λk(Ul)}{U ′′

k (0)−∇Urk(Ul)rk(Ul)}
= {2s′k(0)−∇Uλk(Ul)rk(Ul)}rk(Ul) (4.33)

が得られる。この (4.33) の両辺に、左から左固有ベクトル lk(Ul) をかけると左

辺が消え、

{2s′k(0)−∇Uλk(Ul)rk(Ul)}lk(Ul)rk(Ul) = 0
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のみが残る。

補題 4.1

lj(U)rk(U)

{

6= 0 (j = k のとき),

≡ 0 (j 6= k のとき)

証明

lj(U)∇UF (U)rk(U) = lj(U)(λk(U)rk(U)) = (λj(U)lj(U))rk(U)

より、j 6= k のときは λj 6= λk より ljrk = 0 となる。また、もしある U = U0 で

lk(U0)rk(U0) = 0 ならば、lk(U0) は r1(U0), . . . rN(U0) すべてと垂直であることに

なるが、r1(U0),. . . rN(U0) は一次独立なので、それは lk(U0) = 0 を意味してしま

うので不合理。よって lk(U)rk(U) は、すべての U に対して 0 ではない。

よって、この補題 4.1 により

s′k(0) =
1

2
(∇Uλk · rk)(Ul)

となる。また、これを (4.33) に代入すれば、

(∇UF − λk){U ′′

k (0)−∇Urk · rk} = 0

より、この中括弧の部分は固有ベクトル、よって

U ′′

k (0) = ∇Urk(Ul)rk(Ul) + σkrk(Ul)

となる。

結局、δ = 0 での曲線 U = Uk(δ) の方向、sk(δ) の増減については、











Uk(0) = Ul,

U ′

k(0) = rk(Ul),

U ′′

k (0) = ∇Urk(Ul)rk(Ul) + σkrk(Ul)

(4.34)
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sk(0) = λk(Ul),

s′k(0) =
1

2
(∇Uλk · rk)(Ul)

(4.35)

が得られることになる。

補題 4.2

パラメータ δ をとりかえることで、(4.34) の σk を 0 とすることができる。

証明

η′(0) 6= 0 なる関数 η に対し δ = η(τ) とすれば、|δ| の十分小さいところでは δ

と τ は 1対 1に対応するので、パラメータ δ を τ で置きかえることができる。

よって、そのようにとりえたものを Ūk, s̄k と書くことにする:

Ūk(τ) = Uk(η(τ)), s̄k(τ) = sk(η(τ))

η(0) = 0 であれば

Ūk(0) = Uk(0), s̄k(0) = sk(0)

となる。また、

Ū ′

k(τ) = U ′

k(η(τ))η
′(τ), s̄′k(τ) = s′k(η(τ))η

′(τ)

より、η′(0) = 1 であれば 1 階微分の τ = 0 での値も変わらない。

Ū ′′

k (τ) = {U ′

k(η(τ))η
′(τ)}′

= U ′′

k (η(τ))(η
′(τ))2 + U ′

k(η(τ))η
′′(τ)

であるから、

Ū ′′

k (0) = U ′′

k (0)(η
′(0))2 + U ′

k(0)η
′′(0)

= (∇Urk · rk)(Ul) + σkrk(Ul) + rk(Ul)η
′′(0)
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なので、η′′(0) = −σk であれば、右辺は最初のものだけが残る。よって、

η(0) = 0, η′(0) = 1, η′′(0) = −σk

であれば、

Ūk(0) = Ul,

Ū ′

k(0) = rk(Ul),

Ū ′′

k (0) = ∇Urk(Ul)rk(Ul),

s̄k(0) = λk(Ul),

s̄′k(0) =
1

2
(∇Uλk · rk)(Ul)

が成り立つ。このような η(τ) としては、例えば、

η(τ) = η(0) + η′(0)τ +
η′′(0)

2
τ 2 = τ − σk

2
τ 2

ととればよい (|τ | は十分小のとき)。

4.6 接触不連続

4.5節の最後の (4.35)より、k-特性方向が真性非線形であれば s′k(0) > 0なので、

少なくとも δ が 0 の近くであれば曲線 U = Uk(δ) に沿って s も変化することが

わかるが、k-特性方向が線形退化の場合には s′k(0) = 0 となりあまり変化がな

い。これが実際に全く変化しないことをこの節で紹介する。

まず、U = Ul を通り、ベクトル場 rk(U) に対するΩ 内の積分曲線 U = V (ξ) を

取る:

V ′(ξ) = rk(V (ξ)), V ′(0) = Ul

k-特性方向が線形退化の場合は、この積分曲線が U = Uk(δ) の作る曲線である

ことを示す。

d

dξ
λk(V (ξ)) = ∇Uλk(V (ξ))V ′(ξ) = ∇Uλk(V (ξ))rk(ξ) = 0
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より、λk はこの積分曲線に沿って定数、すなわち、

λk(V (ξ)) ≡ λk(Ul) (4.36)

であることがわかり、また、(4.36) より、

d

dξ
{F (V (ξ))− λk(Ul)V (ξ)}

= ∇UF (V )V ′ − λ(Ul)V
′ = ∇UF (V )rk(V )− λ(Ul)rk(V )

= {λk(V )− λk(Ul)}rk(V ) = 0

となるので、F (V (ξ)− λk(Ul)V (ξ) も定数、すなわち

F (V (ξ))− λk(Ul)V (ξ) = F (Ul)− λk(Ul)Ul (4.37)

が成り立つ。これは、Ur = V (ξ), s = λk(Ul) に対するランキン-ユゴニオ条件を

意味している。この (4.37) と (4.27), (4.28) の関係を見るために、(4.37) を少し

変形する。

F (V (ξ))− F (Ul) = G(V (ξ))(V (ξ)− Ul)

なので、

G(V (ξ))(V (ξ)− Ul) = λk(Ul)(V (ξ)− Ul)

となり、よって、ある j に対し、

λk(Ul) = µj(V (ξ)), V (ξ)− Ul // Rj(V (ξ))

となることがわかる。µj(V (ξ)) は連続で λk(Ul) は一定なので、ξ 毎に j は変化

したりはせず、ξ = 0 では µj(V (ξ)) = µj(Ul) = λj(Ul) なので j = k でなければな

らない。

よって、あるスカラー関数 c(ξ) によって

V (ξ)− Ul = c(ξ)Rk(V (ξ)) (4.38)
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となることになる。V (0) = Ul であるから c(0) = 0 で、(4.38) を ξ で微分して

ξ = 0 とすれば、

V ′(ξ) = c′(ξ)Rk(V (ξ)) + c(ξ)Rk(V (ξ))′

V ′(0) = c′(0)Rk(V (0)) + c(0)Rk(V (ξ))′(0)

rk(Ul) = c′(0)rk(Ul)

となるので、c′(0) = 1、よって δ = c(ξ) は ξ = 0 の近くで逆関数 ξ = c−1(δ) を

持つので、(4.38) と (4.28) を比較すれば、

V (ξ) = U(c(ξ)), U(δ) = V (c−1(δ))

となることがわかる。

結局、k-特性方向が線形退化の場合は、U = Uk(δ), s = sk(δ) は、

{

U ′

k(δ) // rk(U(δ))

sk(δ) = λk(U(δ)) ≡ λk(Ul)
(4.39)

を満たし、よって sk は δ に関して定数、U = Uk(δ) は相空間上で rk(U) の積分

曲線を動くことになる。

これによる不連続解を、k-接触不連続 (k-contact discontinuity)と呼ぶ。不連続線

の方向は、左右の k-特性曲線の方向 (λk(Ul) = λk(Ur)) と一致する。

x

t

Ul

Ur

k-接触不連続

図 4.4: k-接触不連続解 (点線は k-特性曲線)
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4.7 ラックス条件と衝撃波

今度は、k-特性方向が真性非線形の場合の不連続解について考えてみる。この

場合、(4.34), (4.35) を満たす不連続解がすべて物理的に適切な解になっている

かというと、実はそうではない。この節では、それを選別するラックス条件を

紹介する。

(4.35) より、この場合は s′k(0) > 0 であるから、sk(δ) と λk の間には次のような

関係があることがわかる。

補題 4.3

|δ| が十分小さければ、sk = sk(δ) は次を満たす (Ur = Uk(δ) とする):

δ > 0 のとき

{

λk(Ul) < sk < λk(Ur),

λk−1(Ur) < sk < λk+1(Ul)
(4.40)

δ < 0 のとき

{

λk(Ur) < sk < λk(Ul),

λk−1(Ul) < sk < λk+1(Ur)
(4.41)

証明

まず、sk(0) = λk(Ul) = λk(Uk(0)) より、

λk−1(Uk(0)) < sk(0) < λk+1(Uk(0))

なので、|δ| が十分小さければ

λk−1(Uk(δ)) < sk(δ) < λk+1(Uk(δ)), λk−1(Uk(δ)) < sk(δ) < λk+1(Uk(δ))

は成り立つので、(4.40), (4.41) の、それぞれ 2 本目の不等式は O.K.

また、s′k(0) > 0 であるので、|δ| が十分小さければ、δ > 0 のとき、

sk(δ) > sk(0) = λk(Ul) > sk(−δ)
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も言える。よって後は、

{

δ > 0 のとき λk(Uk(δ)) > sk(δ),

δ < 0 のとき λk(Uk(δ)) < sk(δ)

を言えばよいが、(4.35) より、

d

dδ
{λk(Uk(δ))− sk(δ)}

∣

∣

∣

δ=0

= ∇Uλk(Uk(0))U
′

k(0)− s′k(0) = ∇Uλk(Ul)rk(Ul)−
1

2
∇Uλk(Ul)rk(Ul)

=
1

2
∇Uλk(Ul)rk(Ul) > 0 (真性非線形より)

であり、λk(Uk(0))− sk(0) = 0 なのでこれも O.K.

xx

tt sksk

λk(Ul)
λk(Ul)

λk(Ur) λk(Ur)

δ > 0 δ < 0

図 4.5: δ > 0 と δ < 0 の不連続線と特性曲線

ところが、この δ > 0 の不連続解は、後で見るように解の一意性も保証しない

し、理想気体の場合には膨張する (圧力が不連続線の通過にともなって減少す

る) 不連続解になっていて、エントロピーも減少させるものであることが知ら

れているので、物理的には受け入れられないものである。

よって、真性非線形の場合は不連続解のうち、条件 (4.41)を満たすもののみを

解として採用することとする。この条件 (4.41) をラックス条件 (Lax’s condition)

またはラックスのエントロピー条件 と呼び、これを満たす不連続解を k-衝撃波
(k-shock wave)、相空間上の曲線 U = Uk(δ) (δ ≤ 0)を k-衝撃波曲線 (k-shock curve,

k-shock wave curve) と呼ぶ。
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なお、ここでは排除した δ > 0 の場合の不連続解も全く無益なわけではなく、

例えば最近保存則系方程式の研究で有益な手段である波面追跡法では、膨張波

の近似にこの δ > 0 の不連続解 (膨張的衝撃波とも呼ばれる) が利用される。

4.8 オイラー座標系の理想気体の場合

ここでは、オイラー座標系での理想気体の保存則方程式系 (3.12) の不連続解で

ある 1-衝撃波、3-衝撃波、2-接触不連続を求めてみる。

ランキン-ユゴニオ条件はこの場合、

s[ρ] = [ρu],

s[ρu] = [ρu2 + P ],

s

[

1

2
ρu2 + ρe

]

=

[

1

2
ρu3 + ρeu+ Pu

]

(4.42)

となる。ここで、[U ] = U − U0 とする (Ur = U , Ul = U0)。

まずは 2-接触不連続を求める。この場合、U は r2(U) =
T(1, 0, 0) の積分曲線で

あるから、

U = U0 +
T(ξ, 0, 0)

すなわち P = P0, u = u0 がその曲線となる。s = s2 は

s = λ2(U) = u = u0

となる。この [u] = [P ] = 0, s = u0 が (4.42) を満たすことは、

[ρu] = u0[ρ] = s[ρ], ρe =
1

γ − 1
P, ρeu+ Pu =

γ

γ − 1
Pu

等より容易に検証できる。この接触不連続は、固有ベクトルの積分曲線上を動

くから、2-リーマン不変量 {u, P} を定数にするもの、と考えることもできる。
よって、2-接触不連続曲線 C2(U0) は

ρ = ρ0 + δ, u = u0, P = P0 (δ > −ρ0)
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となる。

次は衝撃波を求める。(4.42) の 1 本目と 2 本目の式から s を消去すると

[ρ][ρu2 + P ] = [ρu]2

となる。ここで、(4.20) より、一般に

[ρf ][ρg]− [ρ][ρfg]

= [ρf ]([ρ]gr + ρl[g])− [ρ]([ρf ]gr + ρlfl[g]) = ρl[g]([ρf ]− [ρ]fl)

= ρlρr[f ][g] (4.43)

が成り立つので、

[ρu]2 − [ρ][ρu2] = ρ0ρ[u]
2

となり、よって

ρ0ρ[u]
2 = [ρ][P ] (4.44)

が得られる。

また、(4.42) の 1 本目と 3 本目の式から s を消去すると

[ρ][ρBu+ Pu] = [ρu][ρB]

(

B =
u2

2
+ e =

u2

2
+

P

(γ − 1)ρ

)

となるので、同様に (4.43) を使えば

ρ0ρ[u][B] = [ρ][Pu] (4.45)

が得られるが、

[u][B] =
1

2
[u][u2] +

1

γ − 1
[u]

[

P

ρ

]

=
u+ u0

2
[u]2 +

1

γ − 1
[u]

[

P

ρ

]
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なので、(4.45) は

ρ0ρ
u+ u0

2
[u]2 +

ρ0ρ

γ − 1
[u]

[

P

ρ

]

= [ρ][Pu]

と変形でき、これに (4.44) を代入すると、

u+ u0
2

[ρ][P ] +
ρ0ρ

γ − 1
[u]

[

P

ρ

]

= [ρ][Pu]

となる。ここで (4.20) より、

[Pu] = P [u] + u0[P ] = P0[u] + u[P ]

であるから足して 2 で割れば

[Pu] =
P + P0

2
[u] +

u+ u0
2

[P ]

となるので、結局

ρ0ρ

γ − 1
[u]

[

P

ρ

]

=
P + P0

2
[ρ][u]

が残ることになる。今 [u] 6= 0 であることを示そう。もし [u] = 0 であると、

(4.42) より

(s− u0)[ρ] = 0

となり、衝撃波では s 6= λ2(Ul) = u0 なので [ρ] = 0 となり、

[ρu2 + P ]− s[ρu] = u20[ρ] + [P ]− su0[ρ] = [P ] = 0

となるので [U ] = 0となってしまって不連続でなくなる。よって [u] 6= 0でなけ

ればならない。よって、

ρ0ρ

[

P

ρ

]

= θ(P + P0)[ρ]

(

θ =
γ − 1

2

)
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となる。これを展開して P について解けば

P = P0
ρ+ θ[ρ]

ρ0 − θ[ρ]
= P0

(1 + θ)ρ− θρ0
(1 + θ)ρ0 − θρ

となるので、ρ/ρ0 = ξ (> 0) と置くと、

P

P0

=
(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
=

1 + θ

θ

ξ − θ

1 + θ
1 + θ

θ
− ξ

となる。1 < γ < 3 より 0 < θ < 1 なので、P/P0 が正であるためには

θ

1 + θ
< ξ <

1 + θ

θ

である必要がある。そして、(4.44) より、

[u]2 =
[ρ]

ρ0ρ
[P ] =

ξ − 1

ρ0ξ
P0

{

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
− 1

}

=
(ξ − 1)2

ξ(1 + θ − θξ)

γP0

ρ0
(γ = 2θ + 1)

よって、

[u] = ±C0f0(ξ)

(

C0 =

√

γP0

ρ0
, f0(ξ) =

ξ − 1
√

ξ(1 + θ − θξ)

)

となる。以上により、U は ξ によって

ρ = ρ0ξ, u = u0 ± C0f0(ξ), P = P0
(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
(4.46)

のように表されることになる。
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なお、これは (ρ, u, P ) での表現であり、厳密には U ではなく、命題 3.2 の W

に相当する。この場合、命題 3.2 より、例えば接触不連続の条件 (4.39) は、W

で言えば

U ′

k(δ) = ∇WG(Wk(δ))W
′

k(δ) (Uk(δ) = G(Wk(δ)) とする) (4.47)

より

{

W ′

k(δ) // βk(U(δ))

sk(δ) = λk(U(δ)) = µk(W (δ))

となるので、W の固有値、固有ベクトルで考えればよいことがわかる。衝撃波

については、(4.34), (4.35) は次のようになる。

命題 4.4

U = Uk(δ), s = sk(δ) が (4.34), (4.35) を満たすとき、Uk(δ) = G(Wk(δ)) とすると

き、W = Wk(δ) に対して次が成り立つ:











Wk(0) = Wl,

W ′

k(0) = βk(Wl),

W ′′

k (0) = ∇Wβk(Wl)βk(Wl) + σkβk(Wl)

(4.48)







sk(0) = µk(Wl),

s′k(0) =
1

2
(∇Wµk · βk)(Wl)

(4.49)

(G(Wl) = Ul)

証明

命題 3.2 より (4.49) の方は明らかに成り立つ。また、(4.48) の最初の 2 本も命

題 3.2 と式 (4.47) より明らか。よって、(4.48) の最後の式のみを示す。Uk(δ) =

G(Wk(δ)) を δ で 2 階微分すると

U ′′

k (δ) = {∇WG(Wk(δ))}′W ′

k(δ) +∇WG(Wk(δ))W
′′

k (δ)



4. 不連続解 76

となるので δ = 0 を代入すると

U ′′

k (0) = {∇WG(Wk(δ))}′(0)βk(Wl) +∇WG(Wl)W
′′

k (0) (4.50)

となる。

一方、命題 3.2 より

rk(Uk(δ)) = rk(G(Wk(δ))) = ∇WG(Wk(δ))βk(Wk(δ))

であるので、この式を δ で微分すると

∇Urk(Uk(δ))U
′

k(δ)

= {∇WG(Wk(δ))}′βk(Wk(δ)) +∇WG(Wk(δ))βk(Wk(δ))
′

= {∇WG(Wk(δ))}′βk(Wk(δ)) +∇WG(Wk(δ))∇Wβk(Wk(δ))W
′

k(δ)

となり、δ = 0 とすれば

∇Urk(Ul)rk(Ul)

= {∇WG(Wk(δ))}′(0)βk(Wl) +∇WG(Wl)(∇Wβk · βk)(Wl) (4.51)

となるので、(4.50) と (4.51) の両辺を引き算すると、

U ′′

k (0)−∇Urk(Ul)rk(Ul) = ∇WG(Wl){W ′′

k (0)−∇Wβk(Wl)βk(Wl)}

となる。(4.34) より、この左辺は

σkrk(Ul) = ∇WG(Wl)(σkβk(Wl))

となるので、これで (4.48) の最後の式が得られる。

よって、(4.34), (4.35)を考えるときは (ρ,m,E)で考えても (ρ, u, P )で考えても、

同じ形で書けることになる。

式 (4.46) に戻る。
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今、ξ = 1 + τ として f0(ξ) を τ に関してマクローリン展開すると

f0(ξ) =
τ

√

(1 + τ)(1− θτ)
= τ(1 + τ)−1/2(1− θτ)−1/2

= τ
{

1− τ

2
+O(τ 2)

}

{

1 +
θ

2
τ +O(τ 2)

}

= τ

{

1− 1− θ

2
τ +O(τ 2)

}

= τ − 1− θ

2
τ 2 +O(τ 3)

(O(τn) は n 次以上の次数の項の和を意味する)

となるので、

f0(1) = 0, f ′

0(1) = 1, f ′′

0 (1) = −(1− θ)

であることがわかる。同様に、

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
=

1 + (1 + θ)τ

1− θτ
= {1 + θτ + θ2τ 2 +O(τ 3)}{1 + (1 + θ)τ}

= 1 + γτ + θγτ 2 +O(τ 3) (γ = 2θ + 1)

なので、

P (1) = P0,
dP

dξ
(1) = γP0,

d2P

dξ2
(1) = 2θγP0

となる。よって、(4.46) の U を V±(ξ) と書くことにすると、

V ′

±
(1) =







ρ0
±C0

γP0







となるので、V ′

+(1) = r3(U0), V
′

−
(1) = −r1(U0) となる。

これを 4.7 節の Uk(δ) と比較すると、

{

U3(δ) = V+(ξ3(δ)), ξ3(0) = 1, ξ′3(0) = 1 > 0

U1(δ) = V−(ξ1(δ)), ξ1(0) = 1, ξ′1(0) = −1 < 0
(4.52)
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のように書けることがわかり、よって、U = V+(ξ) (ξ ≤ 0) が 3-衝撃波曲線、

U = V−(ξ) (ξ ≥ 0) が 1-衝撃波曲線を与える。

衝撃波速度 s は、

s =
[ρu]

[ρ]
=

[ρ]u0 + ρ[u]

[ρ]
= u0 +

ρ

ρ− ρ0
[u] = u0 +

ξ

ξ − 1
(±C0f0(ξ))

= u0 ± C0

√

ξ

1 + θ − θξ

によって与えられる (複号は + が s3, − が s1)。

√

ξ

1 + θ − θξ
= {1 + (ξ − 1)}1/2{1− θ(ξ − 1)}−1/2

=

{

1 +
1

2
(ξ − 1) +O((ξ − 1)2)

}{

1 +
θ

2
(ξ − 1) +O((ξ − 1)2)

}

= 1 +
θ + 1

2
(ξ − 1) +O((ξ − 1)2) = 1 +

γ + 1

4
(ξ − 1) +O((ξ − 1)2) (4.53)

なので、(3.15) より

ds

dξ

∣

∣

∣

ξ=1
= ±C0

γ + 1

4
= ±1

2
(∇Uλj · rj)(U0)

となるので、確かに

ds

dδ

∣

∣

∣

δ=0
=
ds

dξ

∣

∣

∣

ξ=1
ξ′j(0) =

1

2
(∇Uλj · rj)(U0)

となる。

また、V± の 2 階微分の ξ = 1 での値も、

V ′′

±
(1) =







0

∓(1− θ)C0

2θγP0
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と求められる。補題 4.2に従って、この 2階微分の値と ∇Urj · rj の値を比較し
てみる。

∇Ur1 · r1

= ∇U







−ρ
C

−γP






·







−ρ
C

−γP






=







−1 0 0

−C/(2ρ) 0 C/(2P )

0 0 −γ













−ρ
C

−γP







=







ρ

−θC
γ2P







(

θ =
γ − 1

2

)

,

∇Ur3 · r3

= ∇U







ρ

C

γP






·







ρ

C

γP






=







1 0 0

−C/(2ρ) 0 C/(2P )

0 0 γ













ρ

C

γP







=







ρ

θC

γ2P







であるから、

(∇Ur1 · r1)(U0) + r1(U0) =







0

−(θ − 1)C0

2θγP0






= V ′′

−
(1) (γ − 1 = 2θ)

(∇Ur3 · r3)(U0)− r3(U0) =







0

(θ − 1)C0

2θγP0






= V ′′

+(1) (γ − 1 = 2θ)

となる。よって、(4.52) にさらに

ξ′′1 (0) = ξ′′3 (0) = 1 (4.54)

であれば、

U ′′

1 (0) = V ′′

−
(1)(ξ′1(0))

2 + V ′

−
(1)ξ′′1 (0) = (∇Ur1 · r1)(U0) + r1(U0)− r1(U0)

= (∇Ur1 · r1)(U0),

U ′′

3 (0) = V ′′

+(1)(ξ
′

3(0))
2 + V ′

+(1)ξ
′′

3 (0) = (∇Ur3 · r3)(U0)− r3(U0) + r3(U0)

= (∇Ur3 · r3)(U0)
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となるので、この ξj(δ) によって補題 4.2 を満たす Uj(δ) が作れることになる。

(4.52), (4.54) を満たす満たす ξ1, ξ3 は、例えば

ξ1(δ) = e−δ, ξ3(δ) = eδ

と取ればよいから、(4.46) の− の方 (V−(ξ)) に ξ = e−δ (δ ≤ 0) を代入したのが

1-衝撃波曲線、+ の方 (V+(ξ)) に ξ = eδ (δ ≤ 0) を代入したのが 3-衝撃波曲線と

なる (δ ≤ 0 は補題 4.3 より)。ただし、0 < P <∞ である必要があるので、1-衝

撃波では

1 < ξ1 = e−δ <
1 + θ

θ

3-衝撃波では

1 > ξ3 = eδ >
θ

1 + θ

の範囲である必要がある。

4.9 ラグランジュ座標系の理想気体の場合

次はラグランジュ座標の方程式 (2.19) の場合を考える。ランキン-ユゴニオ条

件はこの場合、

s̃[ṽ] = [ũ],

s̃[ũ] = [P̃ ],

s̃[B̃] = [P̃ ũ]

(

B̃ =
ũ2

2
+ ẽ =

ũ2

2
+

P̃ ṽ

γ − 1

)

(4.55)

となる。

2-接触不連続の場合、s̃ = λ2 = 0 であるから、(4.55) より

[ũ] = [P̃ ] = 0

となる。これは、4.8 節のオイラー座標系の場合に対応している。



4. 不連続解 81

(4.55) から s̃ を消去すると、

−[ũ]2 = [P̃ ][ṽ] (4.56)

[P̃ ũ][ṽ] = −[ũ][B̃] (4.57)

が得られるが、(4.57) の右辺は 4.8 節と同様に、

−[ũ][B̃] = −[ũ]
1

2
[ũ2]− [ũ]

1

γ − 1
[P̃ ṽ] = − ũ0 + ũ

2
[ũ]2 − 1

γ − 1
[ũ][P̃ ṽ]

=
ũ0 + ũ

2
[P̃ ][ṽ]− 1

γ − 1
[ũ][P̃ ṽ]

(4.57) の左辺も 4.8 節と同様にして

[P̃ ũ][ṽ] =
ũ0 + ũ

2
[P̃ ][ṽ] +

P̃0 + P̃

2
[ũ][ṽ]

となるから、結局

P̃0 + P̃

2
[ũ][ṽ] = − 1

γ − 1
[ũ][P̃ ṽ]

となる。[ũ] = 0だとすると、1,3-衝撃波では s̃ 6= λ2 = 0であるから、(4.55)より

[ṽ] = [P̃ ] = 0 となってしまって [Ũ ] = 0 となるので [ũ] 6= 0 であることがわかる。

よって、

P̃0 + P̃

2
[ṽ] = − 1

γ − 1
[P̃ ṽ]

となる。よって、展開して整理すると、

P̃

P̃0

=
ṽ0 − θ[ṽ]

ṽ + θ[ṽ]
=

(1 + θ)ṽ0 − θṽ

(1 + θ)ṽ − θṽ0

となるので、

ṽ0
ṽ

(

=
ρ̃

ρ̃0

)

= ξ



4. 不連続解 82

とすると、

P̃

P̃0

=
(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ

(

θ

1 + θ
< ξ <

1 + θ

θ

)

となり、これらも 4.8 節の結果に対応する。また、(4.56) より、

[ũ]2 = −[P̃ [ṽ] = −
(

ṽ0
ξ
− ṽ0

)(

P̃0
(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
− P̃0

)

= P̃0ṽ0
ξ − 1

ξ

γ(ξ − 1)

1 + θ − θξ

= C̃2
0

(ξ − 1)2

ξ(1 + θ − θξ)

(

C̃ =

√

γP̃ ṽ

)

なので、

ũ = ũ0 ± C̃0f0(ξ)

となる。よって、Ũ は

ṽ =
ṽ0
ξ
, ũ = ũ0 ± C̃0f0(ξ), P̃ = P̃0

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ

と書けることになる。これを Ṽ±(ξ) とすると、

Ṽ±(1) =







−ṽ0
±C̃0

γP̃0







より、Ṽ ′

+(1) = r3(Ũ0), Ṽ
′

−
(1) = −r1(Ũ0) となり、

{

Ũ3(δ) = Ṽ+(ξ3(δ)), ξ3(0) = 1, ξ′3(0) = 1 > 0

Ũ1(δ) = Ṽ−(ξ1(δ)), ξ1(0) = 1, ξ′1(0) = −1 < 0
(4.58)

によって、Ũ = Ṽ−(ξ) (ξ ≥ 0) が 1-衝撃波曲線、Ũ = Ṽ+(ξ) (ξ ≤ 0) が 3-衝撃波曲

線となることがわかる。
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衝撃波速度 s̃ は、

s̃ = − ũ
ṽ
=

ξ

v0(ξ − 1)
(±C̃0f0(ξ))

= ±C̃0

v0

√

ξ

1 + θ − θξ

となる。(4.53), (3.23) より、

ds̃

dδ

∣

∣

∣

δ=0
=

ds̃

dξ

∣

∣

∣

ξ=1
ξ′j(0) =

C̃0

v0

γ + 1

4

=
1

2
(∇Ũλj · rj)(Ũ0)

となる。

また、Ṽ± の 2 階微分は

Ṽ ′′

±
(1) =







2ṽ0
∓(1− θ)C̃0

2θγP̃0







となるが、

∇Ũr1 · r1 = ∇Ũ







ṽ

C̃

−γP̃






·







ṽ

C̃

−γP̃






=







−1 0 0

C̃/(2ṽ) 0 C̃/(2P̃ )

0 0 −γ













ṽ

C̃

−γP̃







=







ṽ

−θC̃
γ2P̃






,

∇Ũr3 · r3 =







ṽ

θC̃

γ2P̃







となるので、

(∇Ũr1 · r1)(Ũ0) + r1(Ũ0) =







2ṽ0
(1− θ)C̃0

2θγP̃0






= Ṽ ′′

−
(1),
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(∇Ũr3 · r3)(Ũ0)− r3(Ũ0) =







2ṽ0
(θ − 1)C̃0

2θγP̃0






= Ṽ ′′

+(1)

となる。よって、(4.58) にさらに

ξ′′1 (0) = ξ′′3 (0) = 1 (4.59)

であれば、

Ũ ′′

j (0) = (∇Ũrj · rj)(Ũ0) (j = 1, 3)

となる。

この (4.58), (4.59) を満たす ξj(δ) としては、

ξ1(δ) = e−δ, ξ3(δ) = eδ

と取ればよい (δ ≤ 0)。この場合も、0 < P̃ < ∞ である必要があるので、ξ1 の
方は

1 < ξ1 = e−δ <
1 + θ

θ

ξ3 の方は

1 > ξ1 = eδ >
θ

1 + θ

である必要がある。

4.10 バロトロピックのオイラー座標系の場合

次はバロトロピックオイラー座標系の場合の方程式 (2.10), (2.15) (P = P (ρ),

P ′ > 0) を考える。この場合は、ランキン-ユゴニオ条件は

s[ρ] = [ρu],

s[ρu] = [ρu2 + P (ρ)]
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であるから、s を消去すると

[ρu]2 = [ρ][ρu2 + P ]

となり、

[ρu]2 − [ρ][ρu2] = ρ0ρ[u]
2

であるから、

[u] = ±
√

[ρ][P ]

ρ0ρ
= ±

√

(ρ− ρ0)(P (ρ)− P (ρ0))

ρ0ρ

よって、

u = u0 ± (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0)

(

f1(ρ; ρ0) =
1√
ρ0ρ

√

P (ρ)− P (ρ0)

ρ− ρ0

)

となる。ρ = ρ0 でのテイラー展開を利用すると、

f1(ρ; ρ0) =
1√
ρ0
ρ−1/2

{

P ′(ρ0) +
1

2
P ′′(ρ0)(ρ− ρ0) +O((ρ− ρ0)

2)

}1/2

=
1√
ρ0

{

ρ0

(

1 +
ρ− ρ0
ρ0

)}−1/2
√

P ′(ρ0)

×
{

1 +
P ′′(ρ0)

2P ′(ρ0)
(ρ− ρ0) +O((ρ− ρ0)

2)

}1/2

=

√

P ′
0

ρ0

{

1− ρ− ρ0
2ρ0

+O((ρ− ρ0)
2)

}{

1 +
P ′′

0

4P ′
0

(ρ− ρ0) +O((ρ− ρ0)
2)

}

=

√

P ′
0

ρ0

{

1 +

(

P ′′

0

4P ′
0

− 1

2ρ0

)

(ρ− ρ0) +O((ρ− ρ0)
2)

}

(P ′

0 = P ′(ρ0), P ′′

0 = P ′′(ρ0))

となるので、

f1

∣

∣

∣

ρ=ρ0
=

√

P ′
0

ρ0
,

df1
dρ

∣

∣

∣

ρ=ρ0
=
ρ0P

′′

0 − 2P ′

0

4ρ20
√

P ′
0
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となる。なお、この微分の値は、P = Aργ , 1 < γ < 3 の場合は、

ρ0P
′′

0 − 2P ′

0 = γ(γ − 1)
P0

ρ0
− 2γ

P0

ρ0
= −γ(3− γ)

P0

ρ0

となるので負となる。

よって、

u
∣

∣

∣

ρ=ρ0
= u0,

du

dρ

∣

∣

∣

ρ=ρ0
= ±

{

f1 + (ρ− ρ0)
df1
dρ

}

∣

∣

∣

ρ=ρ0
= ±

√

P ′
0

ρ0
,

d2u

dρ2

∣

∣

∣

ρ=ρ0
= ±

{

2
df1
dρ

+ (ρ− ρ0)
d2f1
dρ2

}

∣

∣

∣

ρ=ρ0
= ±ρ0P

′′

0 − 2P ′

0

2ρ20
√

P ′
0

となる。よって、

V±(ρ) =

[

ρ

u

]

=

[

ρ

u0 ± (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0)

]

とすると、

V ′

±
(ρ0) =

[

1

±
√

P ′
0/ρ0

]

=
±1

ρ0

[

±ρ0
√

P ′
0

]

となるので、

V ′

+(ρ0) =
1

ρ0
r2(U0), V ′

−
(ρ0) = − 1

ρ0
r1(U0)

であることがわかる。よって、

{

U2(δ) = V+(ρ2(δ)), ρ2(0) = ρ0, ρ′2(0) = ρ0
U1(δ) = V−(ρ1(δ)), ρ1(0) = ρ0, ρ′1(0) = −ρ0

によって Uj(0) = U0, U
′

j(0) = rj(U0) となる。
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さらに、

V ′′

±
(ρ0) =

[

0

±(ρ0P
′′

0 − 2P ′

0)/(2ρ
2
0

√

P ′
0)

]

であり、

∇Ur1 · r1 = ∇U

[

−ρ√
P ′

]

·
[

−ρ√
P ′

]

=

[

−1 0

P ′′/(2
√
P ′) 0

][

−ρ√
P ′

]

=

[

ρ

−ρP ′′/(2
√
P ′)

]

,

∇Ur2 · r2 = ∇U

[

ρ√
P ′

]

·
[

ρ√
P ′

]

=

[

ρ

ρP ′′/(2
√
P ′)

]

となるので、

(∇Ur1 · r1 + r1)(U0) =

[

0
√

P ′
0 − ρ0P

′′

0 /(2
√

P ′
0)

]

=

[

0

(2P ′

0 − ρ0P
′′

0 )/(2
√

P ′
0)

]

= ρ20V
′′

−
(ρ0),

(∇Ur2 · r2 − r2)(U0) =

[

0

ρ0P
′′

0 /(2
√

P ′
0)−

√

P ′
0

]

=

[

0

(ρ0P
′′

0 − 2P ′

0)/(2
√

P ′
0)

]

= ρ20V
′′

+(ρ0)

であるから、ρ′′1(0) = ρ′′2(0) = ρ0 であれば、

U ′′

1 (0) = V ′′

−
(ρ0)(ρ

′

1(0))
2 + V ′

−
(ρ0)ρ

′′

1(0)

= (∇Ur1 · r1 + r1)(U0)−
1

ρ0
r1(U0)ρ0 = (∇Ur1 · r1)(U0),

U ′′

2 (0) = (∇Ur2 · r2 − r2)(U0) +
1

ρ0
r2(U0)ρ0 = (∇Ur2 · r2)(U0)

となる。
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s は、

s =
[ρu]

[ρ]
=
ρ[u] + u0[ρ]

[ρ]
= u0 + ρ

[u]

[ρ]
= u0 ± ρf1(ρ; ρ0)

であるから、

s(ρ0) = u0 ± ρ0f1(ρ0; ρ0) = u0 ±
√

P ′
0 = λj(U0),

ds

dρ
(ρ0) = ±

(

f1 + ρ
df1
dρ

)

(ρ0) = ±
(

P ′

0

ρ0
+
ρ0P

′′

0 − 2P ′

0

4ρ0
√

P ′
0

)

= ±ρ0P
′′

0 + 2P ′

0

4ρ0
√

P ′
0

=
1

2ρ0
(∇Uλj · rj)(U0)

となり、確かに

ds

dδ

∣

∣

∣

δ=0
=
ds

dρ

∣

∣

∣

ρ=ρ0
ρ′j(0) =

1

2
(∇Uλj · rj)(U0)

となる。

この場合、ρ1(δ), ρ2(δ) としては、例えば

ρ1(δ) = ρ0e
−δ, ρ2(δ) = ρ0e

δ

と取ればよい。

4.11 バロトロピックのラグランジュ座標系の場合

バロトロピックのラグランジュ座標系の場合は、ランキン-ユゴニオ条件は

s̃[ṽ] = −[ũ],

s̃[ũ] = [P̃ (ṽ)]

となるので、s̃ を消去すると

−[ũ]2 = [ṽ][P̃ ]
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よって、

ũ = ũ0 ±
√

−[ṽ][P̃ ] = ũ0 ±
√

−(ṽ − ṽ0)(P̃ (ṽ0)− P̃ (ṽ))

= ũ0 ± (ṽ0 − ṽ)

√

− P̃ (ṽ)− P̃ (ṽ0)

ṽ − ṽ0
= ũ0 ± (ṽ0 − ṽ)f2(ṽ; ṽ0)

となるので、

Ṽ±(ṽ) =

[

ṽ

ũ

]

=

[

ṽ

ũ0 ∓ (ṽ − ṽ0)f2(ṽ; ṽ0)

]

とすると、

f2(ṽ; ṽ0) =

{

−P̃ ′(ṽ0)−
1

2
P̃ ′′(ṽ0)(ṽ − ṽ0) +O((ṽ − ṽ0)

2)

}1/2

=

√

−P̃ ′
0

{

1 +
P̃ ′′

0

2P̃ ′
0

(ṽ − ṽ0) +O((ṽ − ṽ0)
2)

}1/2

=

√

−P̃ ′
0

{

1 +
P̃ ′′

0

4P̃ ′
0

(ṽ − ṽ0) +O((ṽ − ṽ0)
2)

}

となるので、

Ṽ±(ṽ0) = Ũ0,

Ṽ ′

±
(ṽ0) =

[

1

∓
√

−P̃ ′
0

]

= ∓rj(U0) (複号は上が j = 2, 下が j = 1),

Ṽ ′′

±
(ṽ0) =

[

0

∓2
√

−P̃ ′
0P̃

′′

0 /(4P̃
′

0)

]

=





0

±2P̃ ′′

0 /

(

2
√

−P̃ ′
0

)





となる。

∇Ũrj · rj = ∇Ũ

[

∓1
√

−P̃ ′

]

·
[

∓1
√

−P̃ ′

]

=

[

0 0

−P̃ ′′/
(

2
√

−P̃ ′

)

0

][

∓1
√

−P̃ ′

]

=

[

0

±P̃ ′′/
(

2
√

−P̃ ′

)

]
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なので、

Ũj(δ) = Ṽ±(ṽj(δ)), ṽj(0) = ṽ0, ṽ′j(0) = ∓1, ṽ′′j (0) = 0

とすれば、

Ũj(0) = Ũ0, Ũ ′

j(0) = rj(Ũ0), Ũ ′′

j (0) = (∇Ũrj · rj)(Ũ0)

となる。

s̃ は

s̃ = − [ũ]

[ṽ]
= ±f2(ṽ; ṽ0)

より、

ds̃

dδ

∣

∣

∣

δ=0
=
ds̃

dṽ

∣

∣

∣

ṽ=ṽ0
ṽ′j(0) = ∓ P̃ ′′

0

4
√

−P̃ ′
0

(∓1) =
1

2
(∇Ũλj · rj)(Ũ0)

となる。

この場合は、ṽj(δ) は、例えば

ṽ1(δ) = ṽ0 + δ, ṽ2(δ) = ṽ0 − δ (δ ≤ 0)

と取ればよい。

5 リーマン問題の解

5.1 はじめに

3 節、4 節で見てきたように、保存則方程式

Ut + F (U)x = 0 (5.1)
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は、膨張波、衝撃波、接触不連続といった単純な形の波の解を持つ。この節で

は、この方程式 (5.1) のいわゆるリーマン問題、すなわち初期値が

U(0, x) =

{

Ul (x < 0)

Ur (x > 0)
(5.2)

であるような解を考えることにする。

ところで、よく、なぜこのような初期値に対する問題を考えるのか、と聞かれ

ることがある。それに対する理由のようなものを以下に紹介する。

• 保存則方程式は、初期値が滑らかな関数であっても、衝撃波のような不
連続な解が起こるが、特に、衝撃波同士が衝突した後はどのようになる

か、ということを調べようと考えると、それは局所的にはリーマン問題と

なる。

実際リーマンは、衝撃波同士の衝突後の様子の問題の一般化としてリーマ

ン問題を考え始めたようである。

• 保存則方程式は、スケール変換 (t, x) 7→ (at, ax) に対して不変であるので、

x/tの関数の形の自己相似解を持つことになる。そのような自己相似解の

初期値問題は自然にリーマン問題となる。

• いわゆる衝撃波管の実験に対応し、工学的な応用面でも重要である。
なお、衝撃波管とは、長い管の真ん中に仕切りを置いて、その両側を別な

圧力や密度の気体で満たし、ある瞬間にその仕切りを外し、その後の (高

速に進む) 気体の変化を調べる、という実験装置である。

• 現在知られている、保存則方程式の一般的な初期値に対する解の存在証明
のうち、Glimm の差分法や Lax-Friedrichs 差分、Godunov 差分といった方

法は、このリーマン問題の解に基づいていて、その解をブロックのように

積み上げた近似解を評価し極限を取ることで一般的な解を得る (近似解を

作る「煉瓦ブロック」と呼ばれることもある)。

しかもこれらの差分法は、実際に計算機による数値計算に利用されるこ

ともあるので、リーマン問題を解くことはそのような応用面でも重要で

ある。

以下に、このリーマン問題の解を構成する、これまで考察した単純波 (膨張波、

衝撃波、接触不連続) の性質を以下にまとめてみる。なお、それらの波の中心

は原点 (t, x) = (0, 0)であるとし、波の左右が定数ベクトル Vl, Vr であるとする。
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• k-特性方向:

k-膨張波, k-衝撃波: k-特性方向が真性非線形のとき

k-接触不連続: k-特性方向が線形退化のとき

• 連続性:

k-膨張波: 連続 (つなぎ目はリプシッツ連続)

k-衝撃波, k-接触不連続: 不連続

• 波の範囲:

k-膨張波: λk(Vl) ≤ x/t ≤ λk(Vr) の扇形領域

k-衝撃波, k-接触不連続: x = skt の一本の不連続線 (断層)

• 波と左右の特性速度との関係:

k-膨張波: 波の両端は k-特性速度に一致

k-衝撃波: λk(Vl) > sk > λk(Vr)

k-接触不連続: λk(Vl) = sk = λk(Vr)

• Vl と Vr の関係:

k-膨張波: Vr は Vl から出る rk(U) の積分曲線 (半曲線) Rk(Vl) 上

k-衝撃波: Vr は Vl から出る半曲線 Sk(Vl) 上

k-接触不連続: Vr は Vl を通る rk(U) の積分曲線 Ck(Vl) 上 (Vl の両側)

5.2 波の位置

リーマン問題の解は、後で示すようにこれら膨張波、衝撃波、接触不連続の波

を並べて構成される (図 5.1)。この図にある rj は膨張波、sj は衝撃波、または

接触不連続であり、Uj は、この領域では解はその定数ベクトルであることを意

味する。

このように同じ点を出発する場合、それらの波は同じ特性方向の波は 1つしか

なく、左から 1,2,. . . ,N という順の特性方向の波しか並び得ないことを以下に

見てみる。



5. リーマン問題の解 93
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U1
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r2
r3

s4

s5

図 5.1: リーマン問題の解の例

x

t

0

Um

sk = x/t
λj(Um) = x/t

図 5.2: j-膨張波の右に k-衝撃波 (また
は k-接触不連続)

x

t

0

Um

sj = x/t
λk(Um) = x/t

図 5.3: j-衝撃波 (または j-接触不連続)

の右に k-膨張波

まず、定数ベクトルを挟んで、その左に j-膨張波、右に k-衝撃波がある場合を

考える (図 5.2)。この場合、膨張波の右端の速度 dx/dt は λj(Um) であるから

λj(Um) < sk

となるが、ラックス条件 (4.41) より

λk(Um) > sk

となるので、よって、

λj(Um) < λk(Um)

すなわち j < k が示される。よって、左にある波の j の方が右の k よりも小さ

くなくてはならない。
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なお、この k-衝撃波が k-接触不連続である場合も、ラックス条件の代わりに

λk(Um) = sk

が成り立つので、やはり λj(Um) < λk(Um) となり j < k が言える。

j-衝撃波の右に k-膨張波がある場合 (図 5.3) は、sj < λk(Um) であるが、ラック

ス条件により sj > λj(Um)となるのでλj(Um) < λk(Um)となるので、やはり j < k

となる。この j-衝撃波が j-接触不連続である場合も、ラックス条件の代わりに

sj = λj(Um) となるので、やはり λj(Um) < λk(Um) となるので j < k が言える。

x

t

0

Um

sj = x/t sk = x/t

図 5.4: j-不連続波と k-不連続波

x

t

0

Um

λj(Um) = x/t λk(Um) = x/t

図 5.5: j-膨張波と k-膨張波

Um をはさんで j-不連続波 (衝撃波、または接触不連続)の右に k-不連続波があ

る場合 (図 5.4) は、sj < sk であるが、衝撃波と接触不連続のいずれの場合も、

sj ≥ λj(Um), sk ≤ λk(Um)

が成り立つので、λj(Um) < λk(Um) となり j < k が言える。

Um をはさんで j-膨張波と k-膨張波が並んでいる場合 (図 5.5)は、Um に接する

波の端の部分を見れば

λj(Um) < λk(Um)

であるから j < k となる。

よって、いずれの場合も同じ始点を持つ 2 つの波が並ぶ場合は、必ず j < k が

成り立つことがわかる。よって、考えられる配置は、左から 1,2,. . . ,N という順

の特性方向の波のみで、その間に定数ベクトルが並ぶことになる。
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5.3 衝撃波曲線と膨張波曲線

5.1 節で見たように、k-特性方向が線形退化である場合は k-接触不連続のみが

起こり、その左右の定数ベクトル Ul と Ur に対しては、Ur は Ul を通る rk(U)

の積分曲線 (Ck(Ul))上の点である必要があり、よってその選択は 1次元の自由

度のみを持つ。

また、k-特性方向が真性非線形である場合は、k-膨張波か k-衝撃波が起こり、そ

の左右の定数ベクトル Ul と Ur に対しては、Ur が膨張波曲線 Rk(Ul) 上にある

か、Ur が衝撃波曲線 Sk(Ul) 上にあるか、のみが許される。なお、この Rk(Ul)

と Sk(Ul) は、相空間 Ω 上でいずれも Ul から出発する半曲線であるが、実は、

それらは綺麗につながることがわかる。

命題 5.1

k-特性方向が真性非線形である場合、Rk(Ul) と Sk(Ul) は U = Ul で C2 で (すな

わち 2 階導関数まで連続に) つながる。

証明

補題 4.2 より、Sk(Ul) は、

U = Ûk(δ) (δ ≤ 0),

Ûk(0) = Ul, Û ′

k(0) = rk(Ul), Û ′′

k (0) = (∇Urk · rk)(Ul)

と表される。一方、Rk(Ul) は rk(U) の積分曲線であるからそれを U = Ǔk(δ) と

書けば、それは

Ǔ ′

k(δ) = rk(Ǔk(δ)), Ǔk(0) = Ul

を満たし、かつ λk(U) の増加する方向なので、

d

dδ
λk(Ǔk(δ)) = ∇Uλk(Ǔk(δ))Ǔ

′

k(δ) = ∇Uλk(Ǔk(δ))rk(Ǔk(δ)) > 0

より、δ > 0 の部分の半曲線となる。よって、

Ǔ ′

k(0) = rk(Ul),
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Ǔ ′′

k (0) = ∇Urk(Ǔk(δ))Ǔ
′

k(δ)
∣

∣

∣

δ=0
= ∇Urk(Ul)rk(Ul)

なので、

U = Uk(δ) =

{

Ûk(δ) (δ < 0)

Ǔk(δ) (δ ≥ 0)

とすれば、確かに C2 でつながることがわかる。

5.4 解の存在定理

これまで考察してきた保存則方程式 (5.1) の単純波は、例えば衝撃波の構造は

大域的に存在の保証があるわけではなく、局所的に (十分小さい |δ| に対して)

それが示されたに過ぎず、よって、リーマン問題 (5.2) の解も、後で例で示す

ように相空間 Ω の任意の Ul, Ur に対して存在するわけではない。

しかし、Ul, Ur が十分近ければ、その解が今まで紹介した単純波で構成できる

ことが知られている ([5])。

定理 5.2

双曲型保存則方程式 (5.1) のすべての k-特性方向が、Ω 内で真性非線形である

か、または線形退化である場合、Ω 内の各 Ū に対し、Ū を含む十分小さい近

傍 Q (⊂ Ω) をとれば、この Q 内の任意の Ul, Ur に対して、リーマン問題 (5.2)

の解は、原点を出発する高々 N 個の単純波 (膨張波、衝撃波、接触不連続)と、

それにはさまれる高々 (N + 1) 個の定数ベクトル (一番左と一番右は Ul, Ur) に

よって構成できる。

この定理は、後で説明するように気体の例の場合は具体的に解を構成する手順

を与えられるし、Ul と Ur が近くない場合でも解が求められる場合もあるが、

一般の方程式 (5.1) の場合は陰関数定理によって十分近くの Ul, Ur に対して解

の存在が示せるにすぎず、具体的に構成するのも難しい。しかし少なくともそ

のような Ul, Ur に対して必ずその形で Ul から Ur へ単純波をつないで解を作る

ことができることが保証される。
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証明

k-特性方向が真性非線形である場合は、命題 5.1の証明にあるUk(δ)を Uk(δ;Ul)

と書くこととし (δ > 0のときは膨張波の右に現われるベクトル、δ < 0のときは

衝撃波の右に現われるベクトル)、k-特性方向が線形退化である場合は、Uk(δ;Ul)

を

U ′(δ) = rk(U(δ)), U(0) = Ul

を満たすものであるとすれば (接触不連続の右に現われるベクトル)、Uk(δ;U0)

は、U0 と単純波を挟んで右に表われるベクトルで、いずれも以下を満たす:

U ′

k(0;U0) = rk(U0)

このとき、

V1 = U1(δ1;U0), V2 = U2(δ2;V1), . . . , VN = UN(δN ;VN)

とすると、VN は δ1, δ2, . . . , δN ,および U0 の関数となる。それを T (δ1, . . . , δN ;U0)

と書くことにする:

VN = T (δ1, . . . , δN ;U0) = UN(δN ;UN−1(δN−1; . . . U1(δ1;U0) . . .))

このとき、リーマン問題の解を求めることは、方程式

Ur = T (δ1, . . . , δN ;Ul)

を満たす δ1,. . . ,δN を求めることになる。

Uk(0;Vk−1) = Vk−1 なので、

T (δ1, . . . , δj , 0, . . . , 0;U0) = Vj = Uj(δj;Vj−1), T (0, . . . , 0;U0) = U0

が言える。よって、

T (0, . . . , 0, δj , 0, . . . , 0;U0) = Uj(δj;U0)
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であり、

∂ T

∂ δj
(0, . . . , 0;U0) = lim

δj→0

T (0, . . . , 0, δj , 0, . . . , 0;U0)− T (0, . . . , 0;U0)

δj

= = lim
h→0

Uj(h;U0)− U0

h
= U ′

j(0;U0) = rj(U0)

となる。よって、

∣

∣

∣

∣

∂ T

∂ δ1
. . .

∂ T

∂ δN

∣

∣

∣

∣

(0, . . . , 0;U0) = |r1(U0) . . . rN(U0)| 6= 0

となる。任意の Ū ∈ Ω に対し

T (0, . . . , 0; Ū)− Ū = 0

であるから、方程式

T (δ1, . . . , δN ;Ul)− Ur = 0

に陰関数定理を適用すれば、Ū を含む近傍 Q、およびQ×Qから RN への関数

δ̂(Ul, Ur) = (δ̂1(Ul, Ur), . . . , δ̂N(Ul, Ur))

を、δ̂(Ul, Ul) = (0, . . . , 0)、および

(δ1, . . . , δN) = δ̂(Ul, Ur) ⇔ T (δ1, . . . , δN ;Ul)− Ur = 0

を満たすように取ることができる (そのようなものが存在することが保証され

る)。

これにより、Ul から Ur までを Vj = Uj(δj;Vj−1) (j = 1, . . . , N , V0 = Ul, VN = Ur)

によって単純波と定数ベクトルでつなぐことができ、それによってリーマン問

題 (5.2) の解を構成できる。

5.2 節の内容、およびこの定理の証明は、単にリーマン問題の解の存在だけで

はなく、このような形の解が一意的に決まることも示している。
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5.5 オイラー座標系の理想気体の場合

オイラー座標系の理想気体に対しては、3.5節の結果より、1-膨張波曲線 R1(U0)

は

U1(δ) :



















ρ = ρ0e
−δ,

u = u0 −
C0

θ
(e−θδ − 1),

P = P0e
−γδ

(δ ≥ 0)

と表され U ′

1(δ) = r1(U1(δ)) を満たし、3-膨張波曲線 R3(U0) は

U1(δ) :



















ρ = ρ0e
δ,

u = u0 +
C0

θ
(eθδ − 1),

P = P0e
γδ

(δ ≥ 0)

によって U ′

3(δ) = r3(U3(δ)) を満たす。

また、4.8 節の結果より、1-衝撃波曲線 S1(U0) は

U1(δ) :



















ρ = ρ0e
−δ,

u = u0 − C0f0(e
−δ),

P = P0
(1 + θ)e−δ − θ

1 + θ − θe−δ

(

δ ≤ 0, e−δ <
1 + θ

θ

)

3-衝撃波曲線 S3(U0) は

U3(δ) :



















ρ = ρ0e
δ,

u = u0 + C0f0(e
δ),

P = P0
(1 + θ)eδ − θ

1 + θ − θeδ

(

δ ≤ 0, eδ >
θ

1 + θ

)

と表されて、これらにより R1(U0) と S1(U0) (つまり U1(δ) の δ ≤ 0 と δ ≥ 0),

R3(U0) と S3(U0) (つまり U3(δ) の δ ≤ 0 と δ ≥ 0) はC2 級でつながり、命題 5.1

を満たす。
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2-接触不連続 C2(U0) は、

U2(δ) :











ρ = ρ0 + δ,

u = u0,

P = P0

(δ > −ρ0)

となる。

f3(ξ), f4(ξ) を

f3(ξ) =















ξθ − 1

θ
(0 < ξ ≤ 1)

f0(ξ)

(

1 ≤ ξ <
1 + θ

θ

)

(

f0(ξ) =
ξ − 1

√

ξ(1 + θ − θξ)

)

f4(ξ) =











ξγ (0 < ξ ≤ 1)

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ

(

1 ≤ ξ <
1 + θ

θ

)

のように定義すれば、U1(δ) は δ ≥ 0, δ ≤ 0 を込めて

U1(δ) = U1(δ;U0) :











ρ = ρ0ξ,

u = u0 − C0f3(ξ),

P = P0f4(ξ)

(

ξ = e−δ <
1 + θ

θ

)

(5.3)

と書ける。この R1(U0) と S1(U0) をつないだ曲線を T1(U0) と書くことにする。

同様に、

f̂3(ξ) =







ξθ − 1

θ
(ξ ≥ 1)

f0(ξ) (0 ≤ ξ ≤ 1)
f̂4(ξ) =







ξγ (ξ ≥ 1)
(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ

(

θ

1 + θ
< ξ ≤ 1

)

とすれば、R3(U0) と S3(U) をつないだ曲線 T3(U0) は、

U3(δ) = U3(δ;U0) :











ρ = ρ0ξ,

u = u0 + C0f̂3(ξ),

P = P0f̂4(ξ)

(

ξ = eδ >
θ

1 + θ

)
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と表される。

リーマン問題の解は、定理 5.2 の証明のように、

U1
m = U1(δ1;Ul), U2

m = U2(δ2;U
1
m), Ur = U3(δ3;U

2
m) (5.4)

となる δ1, δ2, δ3, U
1
m, U

2
m によって作られる。

これらが求まれば、例えば δ1 > 0ならば、Ul と U1
m は 1-膨張波によってつなが

り、その部分の解 U = U(t, x) は

U(t, x) =







Ul (x < λ1(Ul)t)

V
(x

t

)

(λ1(Ul)t ≤ x ≤ λ1(U
1
m)t)

となるが、V (x/t) は (5.3) の ξ = e−δ (0 ≤ δ ≤ δ1) に、3.5 節の (3.21) を代入した

ものになる。

δ1 < 0ならば、Ul と U1
mは 1-衝撃波によってつながり、その部分の解 U = U(t, x)

は

U(t, x) =

{

Ul (x < s1t)

U1
m (x > s1t)

となるが、s1 は

s1 = u0 −
√

ξ

1 + θ − θξ

の ξ = e−δ を代入したものになるし、あるいは直接ランキン-ユゴニオ条件より、

s1 =
ρ1mu

1
m − ρlul

ρ1m − ρl

により求めることもできる。

2-単純波 (接触不連続)、3-単純波 (膨張波、または衝撃波) も同様である。
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よって、δ1, δ2, δ3, U1
m, U

2
m を求めることが目標となるが、例えば、(5.4) の ρ 成

分を見れば

ρ1m = ρle
−δ1 , ρ2m = ρ1m + δ2, ρr = ρ2me

δ3

となるので、ρ1m, ρ
2
m さえ求まれば、δ1, δ2, δ3 は

δ1 = log ρl − log ρ1m, δ3 = log ρr − log ρ2m, δ2 = ρ2m − ρ1m

と求まるので、結局 U1
m, U

2
m を求めればよいことがわかる。

つまり、U1
m ∈ T1(Ul), U

2
m ∈ C2(U

1
m), Ur ∈ T3(U

2
m) となる U1

m, U
2
m を求めればよい

のであるが、C2(U
1
m) 上 u, P は一定なので、

U1
m =







ρ1m
um
Pm






, U2

m =







ρ2m
um
Pm







と書ける。

今、V = U3(δ;W ) を逆に W について解いたものを

T̂3(V ) : W = Û3(δ;V )

と書くことにする。つまり、左の状態につながりうる右の状態が相空間上で動

く曲線を考える代わりに、右の状態につながりうる左の状態が相空間上で動く

曲線を考える。R̂3, Ŝ3 も同様に定義することにする。

そうすれば、

U1
m =







ρ1m
um
Pm






= U1(δ1;Ul) (T1(Ul)), U2

m =







ρ2m
um
Pm






= Û3(δ3;Ur) (T̂3(Ur))

であるから、よって、

• 曲線 T1(Ul) と T̂3(Ur) を (u, P ) 平面へ射影した曲線 pT1(Ul) と pT̂3(Ur) を

作り、
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• その (u, P ) 平面での交点を (um, Pm) とし、

• その T1(Ul), T̂3(Ur) での ρ の値を ρ1m, ρ
2
m

とすれば、U1
m, U

2
m が求まることになる。

これを行うために、まず T̂3(Ur) (Û3(δ;Ur)) を式で表わしてみる。

δ ≥ 0 の場合、Ur = U3(δ;Ul) は

ρr = ρlξ, ur = ul +
Cl

θ
(ξθ − 1), Pr = Plξ

γ (ξ = eδ)

であり、

Cr =

√

γPr

ρr
=

√

γPl

ρl
ξθ = Clξ

θ

より、ξ̂ = 1/ξ とすれば、

ρl = ρrξ̂,

ul = ur −
Cl

θ
(ξθ − 1) = ur −

Cr

θ
ξ̂θ(ξθ − 1) = ur +

Cr

θ
(ξ̂θ − 1),

Pl = Prξ̂
γ

(ξ̂ = e−δ ≤ 1)

となる。δ < 0 の場合は、

ρr = ρlξ, ur = ul + Clf0(ξ) = ul + Cl
ξ − 1

√

ξ(1 + θ − θξ)
, Pr = Pl

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ

なので、

Cr =

√

γPl

ρl

√

1

ξ

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
= Cl

√

1

ξ

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
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であり、よって、

Clf0(ξ) = Cr

√

ξ
1 + θ − θξ

(1 + θ)ξ − θ

ξ − 1
√

ξ(1 + θ − θξ)
= Cr

ξ − 1
√

(1 + θ)ξ − θ

= Cr
1− ξ̂

√

ξ̂(1 + θ − θξ̂)
= −Crf0(ξ̂),

となる。また、

(1 + θ)ξ − θ

1 + θ − θξ
=

1 + θ − θξ̂

(1 + θ)ξ̂ − θ

となるので、

ρl = ρrξ̂, ul = ur + Crf0(ξ̂), Pl = Pr
(1 + θ)ξ̂ − θ

1 + θ − θξ̂

(

1 ≤ ξ̂ = e−δ <
1 + θ

θ

)

と書ける。

以上をまとめると、e−δ をあらためて ξ と書き直せば、

ρl = ρrξ, ul = ur + Crf3(ξ), Pl = Prf4(ξ)

(

ξ = e−δ <
1 + θ

θ

)

と書けることになる。これが、Ul = Û3(δ;Ur) (T̂3(Ur))を与える。この T̂3(U0)と

T1(U0) を比較すると、平面 u = u0 に関して対称であることがわかる。

(um, Pm) を求めるには、(u, P ) 平面への T1(Ul) と T̂3(Ur) の射影曲線

{

pT1(Ul) : (u, P ) = (ul − Clf3(ξ), Plf4(ξ))

pT̂3(Ur) : (u, P ) = (ur + Crf3(ξ), Prf4(ξ))

(

ξ = e−δ <
1 + θ

θ

)

の交点を求めればよいが、次にこれがちゃんと求まるかどうか考えてみる。

τ = f4(ξ) とすると、τ は ξ に関して単調で、0 < ξ ≤ 1 のとき 0 < τ ≤ 1,

1 < ξ < (1 + θ)/θ のとき 1 < τ <∞ なので、f3(ξ) を τ の関数

f3(ξ) = f̄3(τ) (0 < τ <∞)
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と見て考えればよい。このとき、

pT1(Ul) : u = ul − Clf̄3(P/Pl), pT̂3(Ur) : u = ur + Crf̄3(P/Pr)

となり、いずれもこの関数をスケール変換、平行移動、上下反転したものなの

で、この関数を調べれば可解性がわかる。

まず τ ≤ 1、すなわち δ ≥ 0 のときは、τ = ξγ より

f̄3(τ) =
ξθ − 1

θ
=

1

θ
(τ θ/γ − 1) < 0

なので、単調増加で、y = f̄3(τ) のグラフは上に凸で (τ, y) = (0,−1/θ) で y 軸に

接し、(τ, y) = (1, 0) を通る。

τ ≥ 1 のときは、τ = f4(ξ) = {(1 + θ)ξ − θ}/(1 + θ − θξ) より、

ξ =
(1 + θ)τ + θ

1 + θ + θτ

となるので、よって

y = f̄3(τ) =
τ − 1

√
γ
√

(1 + θ)τ + θ

と書け、

f̄ ′

3(τ) = f̄3(τ)
(1 + θ)τ + 3θ + 1

2(τ − 1){(1 + θ)τ + θ} > 0,

f̄ ′′

3 (τ) = f̄3(τ)
−(1 + θ){(1 + θ)τ + 7θ + 3}

4(τ − 1){(1 + θ)τ + θ}2 < 0

のようになることが示される。また、これらの式より

lim
τ→∞

f̄3(τ) = ∞, lim
τ→∞

f̄ ′

3(τ) = lim
τ→∞

f̄ ′′

3 (τ) = 0

となることがわかる (図 5.6)。よって、pT1(Ul) は P = 0 のとき u = ul + Cl/θ,
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τ

y = f̄3(τ)

0
1

−1

θ

図 5.6: y = f̄3(τ) のグラフ

0
P

u

(um, Pm)

pT̂3(Ur)

pT1(Ul)

ul +
Cl

θ

ur −
Cr

θ

図 5.7: pT1(Ul) と pT̂3(Ur)

pT̂3(Ur) は P = 0 のとき u = ur − Cr/θ で u 軸に接するから、

ul +
Cl

θ
> ur −

Cr

θ
(5.5)

ならば、pT1(Ul) と pT̂3(Ur) は P > 0 の領域内で必ず一点 (um, Pm) で交わり、

よってリーマン問題が解けることになる (図 5.7)。

逆に、(5.5)が満たされない場合は、P > 0の領域では 2つの曲線 pT1(Ul), pT̂3(Ur)

は交わらず、よって今までの考察のような形ではリーマン問題の解を求めるこ

とはできない。なお、この場合は x = 0 の両側にある気体の状態 Ul, Ur が強

く互いに遠ざかろうとしていることを意味していて、その場合は中間に P = 0,

ρ = 0の状態、すなわち「真空」が発生する。真空状態をも解と見なして考える

立場もあるが、通常のリーマン問題の一般論の考察からは外れてしまうので、

ここではそのような話には立ち入らないことにする。



5. リーマン問題の解 107

5.6 ラグランジュ座標系の理想気体の場合

ラグランジュ座標系の理想気体の場合は、3.6節、4.9節で見たように、Rj(Ũ0),

Sj(Ũ0) (j = 1, 3), および C2(Ũ0) は以下の通り。

R1(Ũ0) :



















ṽ = ṽ0e
δ

ũ = ũ0 −
C̃0

θ
(e−θδ − 1)

P̃ = P̃0e
−γδ

(δ ≥ 0)

R3(Ũ0) :



















ṽ = ṽ0e
−δ

ũ = ũ0 +
C̃0

θ
(eθδ − 1)

P̃ = P̃0e
γδ

(δ ≥ 0)

S1(Ũ0) :



















ṽ = ṽ0e
δ

ũ = ũ0 − C̃0f0(e
−δ)

P̃ = P̃0
(1 + θ)e−δ − θ

1 + θ − θe−δ

(

δ ≤ 0, e−δ <
1 + θ

θ

)

S3(Ũ0) :



















ṽ = ṽ0e
−δ

ũ = ũ0 + C̃0f0(e
δ)

P̃ = P̃0
(1 + θ)eδ − θ

1 + θ − θeδ

(

δ ≤ 0, e−δ >
θ

1 + θ

)

C2(Ũ0) :











ṽ = ṽ0 + δ

ũ = ũ0
P̃ = P̃0

(δ > −ṽ0)

よって、T1(Ũ0), T3(Ũ0) は

T1(Ũ0) :











ṽ = ṽ0ξ
−1

ũ = ũ0 − C̃0f3(ξ)

P̃ = P̃0f4(ξ)

(

ξ = e−δ <
1 + θ

θ

)

T3(Ũ0) :











ṽ = ṽ0ξ
−1

ũ = ũ0 + C̃0f̃3(ξ)

P̃ = P̃0f̃4(ξ)

(

ξ = eδ >
θ

1 + θ

)
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T̂3(Ũ0) は、

T̂3(Ũ0) :











ṽ = ṽ0ξ
−1

ũ = ũ0 + C̃0f3(ξ)

P̃ = P̃0f4(ξ)

(

ξ = e−δ <
1 + θ

θ

)

となる。ρ̃ = ṽ−1 であるから、見てわかる通りこれらの曲線はオイラー座標系

の場合と全く同一である。よって、リーマン問題の解法もオイラー座標系の場

合と同じになる。

5.7 バロトロピックのオイラー座標系の場合

バロトロピックのオイラー座標系の場合、3.7 節、4.10 節で見たように Rj(U0),

Sj(U0) (j = 1, 2) は以下のように表される。

R1(U0) : u = u0 −
∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (ρ = ρ0e

−δ, δ ≥ 0)

R2(U0) : u = u0 +

∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (ρ = ρ0e

δ, δ ≥ 0)

S1(U0) : u = u0 − (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ = ρ0e
−δ, δ ≤ 0)

S2(U0) : u = u0 + (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ = ρ0e
δ, δ ≤ 0)

(

f1(ρ; ρ0) =
1√
ρ0ρ

√

P (ρ)− P (ρ0)

ρ− ρ0

)

よって、

f5(ρ; ρ0) =











∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (ρ ≤ ρ0)

(ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ ≥ ρ0)

f̂5(ρ; ρ0) =











∫ ρ

ρ0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (ρ ≥ ρ0)

(ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ ≤ ρ0)
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とすれば、Rj, Sj をつないだ Tj は

T1(U0) : u = u0 − f5(ρ; ρ0) (ρ = ρ0e
−δ)

T2(U0) : u = u0 + f̂5(ρ; ρ0) (ρ = ρ0e
δ)

となる。この場合、

f̂5(ρ1; ρ0) = −ft(ρ0; ρ1)

であるので、T2(U0) ∋ U1 を逆に U0 について解いた T̂2(U1) ∋ U0 を考えると、

T̂2(U0) : u = u0 + f5(ρ; ρ0) (ρ = ρ0e
−δ)

となることがわかる。

リーマン問題の解は、T1(Ul) ∋ Um, T2(Um) ∋ Ur となる Um = T(ρm, um) を求め

ればよいが、それは T1(Ul)と T̂2(Ur)の交点としてUm を求めればよいことにな

る。それにより、Ul と Um を結ぶ 1-単純波、Um と Ur を結ぶ 2-単純波によっ

てリーマン問題の解が構成される。

これが常に解けるかどうかを考えてみる。

f5(ρ; ρ0) は、ρ < ρ0 ならば f ′

5 =
√
P ′/ρ > 0 であり、ρ > ρ0 ならば

(f5)
2 = (ρ− ρ0)

2(f1(ρ; ρ0))
2 =

{P (ρ)− P (ρ0)}(ρ− ρ0)

ρ0ρ
= (P − P0)

(

1

ρ0
− 1

ρ

)

であり、P −P0, 1/ρ0 − 1/ρは ρ > ρ0 ではいずれも正で、かつ増加関数なので f5
(> 0) も増加関数となる。

よって、f5 はすべての ρ > 0 に対して増加関数であり、

lim
ρ→∞

f5(ρ; ρ0) = f5(∞; ρ0) =

√

(P∞ − P0)
1

ρ0
(P∞ = lim

ρ→∞

P (ρ))

lim
ρ→+0

f5(ρ; ρ0) = −
∫ ρ0

0

√

P ′(ρ)

ρ
dρ
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となるので、交点を求める方程式

ul − f5(ρ; ρl) = ur + f5(ρ; ρr)

を

f5(ρ; ρl) + f5(ρ; ρr) = ul − ur

と書き直せば、この左辺は ρ の増加関数で、ρ→ +0 のときは

−
(∫ ρl

0

+

∫ ρr

0

)

√

P ′(ρ)

ρ
dρ (= α)

となり、ρ→ ∞ のときは

√

P∞ − Pl

ρl
+

√

P∞ − Pr

ρr
(= β)

となるので、解が ρ > 0 で求まるためには

α < ul − ur < β (5.6)

であることが条件となる。

例えば P = Aρ のときは P∞ = ∞,

∫ ρ0

0

√

P ′(ρ)

ρ
dρ =

[√
A log ρ

]ρ0

0
= ∞

なので、この条件 (5.6) は常に満たされ、よってどんな Ul, Ur に対しても解が

求まる。一方 P = Aργ (1 < γ < 3) の場合は、P∞ = ∞ であるが、

∫ ρ0

0

√

P ′(ρ)

ρ
dρ =

[√
Aγ

θ
ρθ
]ρ0

0

=

√
Aγ

θ
ρθ0 <∞
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なので、(5.6) は

ul +

√
Aγ

θ
ρθl > ur −

√
Aγ

θ
ρθr (5.7)

となり、これが満たされるときのみ解を持つことになる。

5.8 リーマン不変量による座標系

5.7 節でも考察したバロトロピックの方程式の場合は、相空間の座標は本来は

(ρ,m) = (ρ, ρu) であるが今までは (ρ, u) で考察してきた。この 2 本の方程式系

の場合には、他にもリーマン不変量を相空間の座標系として取ると都合がよい

ことが知られている。

リーマン不変量は、3.4 節で見たように各特性方向に (N − 1) 個存在するので、

N = 2 の場合は 1-リーマン不変量が 1 つ、2-リーマン不変量が 1 つあるだけで

ある。これらをそれぞれ w1 = w1(U), w2 = w2(U とすると、

∇Uw1(U)r1(U) = 0, ∇Uw2(U)r2(U) = 0

であるから、補題 4.1 より

∇Uw1 ∈ 〈r1〉⊥ = 〈l2〉, ∇Uw2 ∈ 〈r2〉⊥ = 〈l1〉

つまり、∇Uwj は lĵ (ĵ は j = 1 のとき ĵ = 2, j = 2 のとき ĵ = 1 であるとする)

に平行であることになるので、∇Uw1 と ∇Uw2 は一次独立であることがわかる。

よって、U と (w1, w2) は 1 対 1 に対応し、U の代わりに (w1, w2) を相空間の座

標系として取ることができる。

例えばバロトロピックのオイラー座標系の場合は、

w1 = u+ C, w2 = u− C,

(

C =

∫ ρ

a

√

P ′(ξ)

ξ
dξ

)

であり、よって、u = (w1 + w2)/2, C = (w1 − w2)/2 となり、また C と ρ は一対

一に対応するので、確かに (ρ, u) と (w1, w2) は一対一に対応する。
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∇Uwj(U) // lĵ(U) なので、U が滑らかならば、方程式

Ut + F (U)x = Ut +∇UF (U)Ux = 0

に左から ∇Uwj(U) をかけると、

∇Uwj(U)Ut + λĵ(U)∇Uwj(U)Ux = 0

となり、よって、

(wj)t + λĵ(wj)x = 0 (j = 1, 2)

となる。これは、方程式を対角化して

[

w1

w2

]

t

+

[

λ2 0

0 λ1

][

w1

w2

]

x

= 0

としたことにもなっている。

さて、相空間を (w1, w2)を座標系として見るとすると、wj は rj(U)の積分曲線

上一定なので、相空間上の膨張波曲線 Rj(U)と接触不連続曲線 Cj(U)はこの空

間 (平面) 上では wj 軸に垂直 (wĵ 軸に平行) な半直線、または直線となって見

やすくなる。しかも、必要なら wĵ を (−1) 倍しておいて、

∇Uwĵ · rj > 0 (5.8)

となるようにしておけば、Rj(U) は

U ′(δ) = rj(U(δ))

の δ ≥ 0 の方向に伸びるから、この Rj に沿って

dwĵ

dδ
= (∇Uwĵ · rj)(U(δ)) > 0
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となるので、結局、Rj は wĵ 軸に平行で、wĵ の増える方向に伸びる半直線であ

ることになる。つまり、(5.8) の条件の元で、

R1(U0) = {(w1, w2); w1 = w1(U0), w2 ≥ w2(U0)},
R2(U0) = {(w1, w2); w2 = w2(U0), w1 ≥ w1(U0)}

(5.9)

であることになる (1,2-方向が真性非線形の場合)。

バロトロピックのオイラー座標系の方程式の場合は、

∇Uw1 · r2 = (Cρ, 1)

[

ρ√
P ′

]

= 2
√
P ′ > 0,

∇Uw2 · r1 = (−Cρ, 1)

[

−ρ√
P ′

]

= 2
√
P ′ > 0,

となって (5.8) を満たしているので、膨張波曲線 Rj(U) は (5.9) の半直線で与

えられる (図 5.8)。

0 w1

w2

U0

R1(U0)

R2(U0)

図 5.8: (w1, w2) 平面での膨張波曲線

0 w1

w2

U0

R1(U0)

R2(U0)

図 5.9: ρ→ +0 で C が有限の場合

ただし、この場合、積分

f6(ρ; a) =

∫ ρ

a

√

P ′(ξ)

ξ
dξ (= C +定数)

の ρ → +0, ρ → ∞ での収束、発散によって、相空間 Ω が平面全体になるかど

うかは変わってくる。例えば、P = Aρ のように

lim
ρ→+0

f6(ρ; a) = −∞, lim
ρ→∞

f6(ρ; a) = ∞
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の場合は (w1, w2) 平面全体が Ω となるが、P = Aργ (1 < γ < 3) のように

lim
ρ→+0

f6(ρ; a) > −∞, lim
ρ→∞

f6(ρ; a) = ∞

の場合は半平面となり、この場合は C = f6(ρ; +0) と定義すれば、C = 0、すな

わち ρ = 0 が w1 = w2 に対応し、C > 0 は w1 > w2 となるので、Ω は w1 > w2

の半平面となる (図 5.9)。よってこの場合は R1(U0) (および R̂2(U0))は半直線で

はなく、有限な線分となる。

さらに

lim
ρ→+0

f6(ρ; a) > −∞, lim
ρ→∞

f6(ρ; a) <∞

である場合は、やはり C = f6(ρ; +0) とすれば、

0 < w1 − w2 < 2 lim
ρ→∞

f6(ρ; +0)

(

= 2

∫

∞

0

√

P ′(ρ)

ρ
dρ

)

の帯状領域内が Ω となる。この場合は R1(U0) も R2(U0) も (R̂2(U0) も) 線分と

なる。

次は、バロトロピックのオイラー座標系の場合の、(w1, w2) 平面での衝撃波曲

線 Sj(U0) (および Ŝ2(U0)) を考えてみる。

これらは、5.7 節で見たように、

S1(U0) : u = u0 − (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ ≥ ρ0)

S2(U0) : u = u0 + (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ ≤ ρ0)

Ŝ2(U0) : u = u0 + (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) (ρ ≥ ρ0)

であるので、Ŝ2(U0)は S1(U0)と u = u0 ((w1, w2)平面では w1 +w2 = 2u0)に関し

て対称となる。

S1(U0) は、(w1, w2) 平面では ρ をパラメータとして

{

w1 = u0 − (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) + C,

w2 = u0 − (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0)− C
(ρ ≥ ρ0)
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と書ける。今、

f1 =

√

f7
ρ0ρ

, f7 =
P − P0

ρ− ρ0
(P0 = P (ρ0))

とすれば、簡単な計算により、

dw1

dρ
= − ((ρ− ρ0)f1)

′ +

√
P ′

ρ

= − 1

2ρ

√

ρ0
ρ

√

f7 −
1

2
√
ρ0ρ

P ′

√
f7

+

√
P ′

ρ

= − 1

2
√
ρ0ρ

P ′

√
f7

(

1−
√

ρ0
ρ

√

f7
P ′

)2

,

dw2

dρ
= − ((ρ− ρ0)f1)

′ −
√
P ′

ρ

= − 1

2
√
ρ0ρ

P ′

√
f7

(

1 +

√

ρ0
ρ

√

f7
P ′

)2

となるので、

dw1

dw2

=

(

1−B1

1 + B1

)2

, B1 =

√

ρ0
ρ

√

f7
P ′

となる。よって、0 ≤ dw1/dw2 ≤ 1 がわかる。また、ρ → ρ0 + 0 のとき、f7 →
P ′

0 = P ′(ρ0) なので、このとき dw1/dw2 → 0 となることもわかる。

同様に、S2(U0) の場合は、

{

w1 = u0 + (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0) + C,

w2 = u0 + (ρ− ρ0)f1(ρ; ρ0)− C
(ρ ≤ ρ0)

であるので、

dw1

dρ
=

1

2ρ

√

ρ0
ρ

√

f7 +
1

2
√
ρ0ρ

P ′

√
f7

+

√
P ′

ρ
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=
1

2
√
ρ0ρ

P ′

√
f7

(

1 +

√

ρ0
ρ

√

f7
P ′

)2

,

dw2

dρ
=

1

2
√
ρ0ρ

P ′

√
f7

(

1−
√

ρ0
ρ

√

f7
P ′

)2

より、

dw2

dw1

=

(

1−B1

1 + B1

)2

, 0 ≤ dw2

dw1

≤ 1, lim
ρ→ρ0−0

dw2

dw1

= 0

であることがわかる。これにより、(w1, w2)平面での Rj, Sj は図 5.10のように

なり、R̂2, Ŝ2 は図 5.11 のようになる。この R1(Ul) と S1(Ul) をつなげた T1(Ul)

w1

w2

U0

R1(U0)

R2(U0)

S1(U0)

S2(U0)

図 5.10: (w1, w2) 平面での Rj, Sj

w1

w2

U0

R1(U0)

R̂2(U0)

S1(U0)

Ŝ2(U0)

図 5.11: R1, S1 と R̂2, Ŝ2

曲線と、R̂2(Ur)と Ŝ2(Ur)をつなげた T̂2(Ur)曲線の交点が中間状態 Um になり、

それによりリーマン問題の解が得られることになる。

この場合、そのリーマン問題の解に表われる波は、Ul, Ur の位置関係により変

わるが、図 5.12のように Ul を中心にRj(Ul), Sj(Ul)を書いたときにそれらによ

り分割される 4 つの領域のどこに Ur があるかによってその波の表われ方が決

まる。

Ur が図 5.12 の領域 I に入る場合は、1-膨張波曲線 (R1(Ul)) と 2-膨張波曲線

(R2(Um)) によって Ul と Ur がつながるので、Ul と Um をつなぐ 1-膨張波、Um

と Ur をつなぐ 2-膨張波によってリーマン問題の解が構成される (図 5.13)。こ

の Um は R1(Ul) と R̂2(Ur) の交点と見ることもできる。

Ur が図 5.12 の領域 II に入るときは、S1(Ul) と R̂2(Ur) が (Um で) 交わるので、

S1(Ul) と R2(Um) により Ul と Ur がつながる。よって、Ul と Um は 1-衝撃波、

Um と Ur は 2-膨張波でつながり、それがリーマン問題の解となる (図 5.14)。
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w1

w2

Ul

R1(Ul)

R2(Ul)

S1(Ul)

S2(Ul)

I

IIIII

IV

図 5.12: Ul を中心とする Rj, Sj による領域分割

0

w1

w2

x

t

Ul

Ul

Um
Um

Ur

Ur

R1(Ul)

R2(Um)

図 5.13: Ur が領域 I に入る場合 (左は (w1, w2) 相平面、右は (t, x) 平面)

Ur が図 5.12の領域 IIIに入るときは、S1(Ul)と Ŝ2(Ur)が交わるので、1-衝撃波

と 2-膨張波でリーマン問題の解が作られる (図 5.15)。

Ur が図 5.12の領域 IVに入るときは、R1(Ul)と Ŝ2(Ur)が交わるので、1-衝撃波

と 2-膨張波が現われることになる (図 5.16)。

なお、P = Aργ (1 < γ < 3)のように、Ωが平面全体でない場合 (図 5.9参照)は、

図 5.17 のようにR1(Ul) は有限のところで Ω の境界にぶつかるので、V の領域

に Ur が入る場合、すなわち

w1(Ul) = ul +

∫ ρl

0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ ≤ w2(Ur) = ur −

∫ ρr

0

√

P ′(ξ)

ξ
dξ

である場合 (P = Aργ の場合は丁度 (5.7)でない場合に対応)は、R1(Ul)と R̂2(Ur)

は Ω ではぶつからないので ρ > 0 の範囲では解は求まらないことになる。
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R2(Um)

図 5.14: Ur が領域 II に入る場合

0

w1

w2

x

t

Ul

Ul

Um

Um

Ur

Ur

S1(Ul)

S2(Um)

Ŝ2(Ur)

図 5.15: Ur が領域 III に入る場合

5.9 バロトロピックのラグランジュ座標系の場合

バロトロピックのラグランジュ座標系の場合は、3.8節、4.11節よりRj(Ũ0), Sj(Ũ0)

(j = 1, 2) は以下の通り。

R1(Ũ0) : ũ = ũ0 +

∫ ṽ

ṽ0

√

−P̃ ′(ξ)dξ (ṽ = ṽ0 + δ δ ≥ 0)

R2(Ũ0) : ũ = ũ0 −
∫ ṽ

ṽ0

√

−P̃ ′(ξ)dξ (ṽ = ṽ0 − δ δ ≥ 0)

S1(Ũ0) : ũ = ũ0 + (ṽ − ṽ0)f2(ṽ; ṽ0) (ṽ = ṽ0 + δ δ ≤ 0)

S2(Ũ0) : ũ = ũ0 − (ṽ − ṽ0)f2(ṽ; ṽ0) (ṽ = ṽ0 − δ δ ≤ 0)


f2(ρ; ρ0) =

√

− P̃ (ṽ)− P̃ (ṽ0)

ṽ − ṽ0
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0

w1

w2

x

t

Ul

Ul

UmUm

UrUr
R1(Ul)

S2(Um)

Ŝ2(Ur)

図 5.16: Ur が領域 IV に入る場合

w1

w2

Ul

R1(Ul)

R2(Ul)

S1(Ul)

S2(Ul)

I

IIIII

IV

V
w1 = w2

図 5.17: Ω が (w1, w2) の半平面である場合

また、R̂2(Ũ0), Ŝ2(Ũ0) は、容易に

R̂2(Ũ0) : ũ = ũ0 −
∫ ṽ

ṽ0

√

−P̃ ′(ξ)dξ (ṽ ≥ ṽ0)

Ŝ2(Ũ0) : ũ = ũ0 − (ṽ − ṽ0)f2(ṽ; ṽ0) (ṽ ≤ ṽ0)

であり、それぞれ R1(Ũ0), S1(Ũ0) と ũ = ũ0 に関して対称であることが言える。

リーマン問題の解法もオイラー座標系の場合とほぼ同様である。
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A 弱解

ここからは本稿の補足として、少し細かい数学的な話、厳密な証明や必要な数

学理論、そして旧版の本稿に対する数学的反省などを示していく。まずは「弱

解」の数学的意味の話から。

不連続性を持つような一般的な関数に対して、それが方程式

Ut + F (U)x = 0 (A.1)

の解であることを定義する方法として、弱解という概念がある。現在、保存則

方程式の数学の研究レベルでの議論は、通常この弱解を用いて行われている。

ここではそれを紹介する。

一般に、Q ⊂ RM に対し、関数の集合 C1(Q) を

C1(Q) = Q 上定義された関数で、Q 上連続かつ微分可能で、そのす

べての 1 階 (偏) 導関数も Q 上連続あるもの全体の集合

とし、C1
0(Q) を

C1
0(Q) = C1(Q) の関数で、その台が Q 上コンパクトであるもの全体

の集合

と定める。ここで、f ∈ C1(Q) に対し、その 台 (support) とは、

{x ∈ Q; f(x) 6= 0} (= Q \ f−1({0}))

の、Q における閉包 (それを含む最小の閉集合) のことを指し、それを supp f

と書く。また、K ⊂ Q が コンパクト (compact) であるとは、K 内の任意の点列

が常に Q 内のある点に収束するような部分列を持つことを意味する。

例えば、M = 1, Q = (0, 1) = {x; 0 < x < 1} のとき、[a, b] = {x; a ≤ x ≤ b} は、
0 < a < b < 1 であればQ 内でコンパクトである。一方、(0, 1/2] = {x; 0 < x ≤
1/2}は、(Qの相対位相に関して) Qの閉部分集合であるが、この集合内の点列

{

1

n+ 1
; n = 1, 2, . . .

}

=

{

1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .

}
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x

y = f(x)

supp f

図 A.1: 台

は、Q 内に収束する部分列を持たないので、コンパクトではない。

しかし、端が含まれてはいけない、というわけではなくて、例えばQ = [0, 1) =

{x; 0 ≤ x < 1} の場合には、[0, 1/2] はQ のコンパクトな部分集合となる。

つまり荒く言えば、コンパクトとは、「有界 (無限に伸びていない)な閉集合で、

それを RM 全体の部分集合と見たときの境界までキッチリ Q に含まれる部分

集合」となる。

よって、f ∈ C1
0((0, 1)) の場合は、

supp f ⊂ [a, b] (0 < a < b < 1)

となるような a, b が存在し、f は 0 < x ≤ a, b ≤ x < 1 では 0 となるが、

g ∈ C1
0([0, 1)) の場合は、

supp g ⊂ [0, b] (0 < b < 1)

となるような b が存在するとしか言えず、よって g(0) 6= 0 でも構わない。

以下の命題 A.1のように、集合 C1
0(Q)には十分多くの関数が含まれていること

が知られている。

命題 A.1
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x x

00 a bb 11

f g

図 A.2: f と g の台

Qが RM の開領域であるとき、f(x) ∈ L1
loc(Q)が、任意の φ(x) ∈ C1

0(Q)に対し、

∫

Q

f(x)φ(x)dx = 0

となるならば、f(x) は Q 上ほとんどいたるところで 0 となる。

なお、f ∈ L1
loc(Q)であるとは、f が Q上ルベーグ可測な関数で、Q内の任意の

コンパクト集合 K に対して

∫

K

|f(x)|dx <∞

となることを言う。

もし、φ が C1
0(Q) でなく、どんな関数でもいいという条件ならば、

φ(x) =







f(x)

|f(x)| (x ∈ K かつ f(x) 6= 0 のとき)

0 (その他)

とすれば、

0 =

∫

Q

f(x)φ(x)dx =

∫

K

|f(x)|dx

となるので、確かに Q 上ほとんどいたるところ f(x) = 0 となることが簡単に

言えるが、こんな不連続な φ(x) を許さずに C1
0(Q) だけに制限しても命題 A.1
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が言える、ということは、それに相当するような関数 (それを近似するような

関数列)が C1
0(Q)にも含まれている、それ位 C1

0(Q)には色んな関数が入ってい

る、ということを意味する。弱解においては、C1
0(Q) の関数は テスト関数 (test

function) とも呼ばれる。

なお、命題 A.1の証明にはルベーグ積分等の知識を必要とするので、ここでは

その証明は行わない。

さて、Q が (t, x) 平面 R2 の開領域であるとき、U = U(t, x) ∈ L1
loc(Q) が、Q 上

で方程式 (A.1) の 弱解 (weak solution) であるとは、任意の φ(t, x) ∈ C1
0(Q) に対

して、

∫∫

Q

{U(t, x)φt(t, x) + F (U(t, x))φx(t, x)}dxdt = 0 (A.2)

を満たすこと、と定義される。

これは、少なくとも形式的には、方程式 (A.1) に φ(t, x) をかけて、Q 上で部分

積分して得られる式である。この式 (A.2) には、U や F (U) の微分は含まれて

いないので、U が微分可能でない関数でも構わなくて、弱解にはなりうる。

又、もし U(t, x) が Q 上滑らかな (A.2) の解であれば、Q 上で

Uφt + F (U)φx = (Uφ)t + {F (U)φ}x − φ{Ut + F (U)x} = (Uφ)t + {F (U)φ}x

となり、また φ ∈ C1
0(Q)より φはQの境界 ∂Q上 0となるから、Greenの公式

(4.6) により、

∫∫

Q

{U(t, x)φt(t, x) + F (U(t, x))φx(t, x)}dxdt

=

∫∫

Q

{(Uφ)t + (Fφ)x}dxdt = 	

∫

∂Q

(−Uφdx+ Fφdt) = 0

となって (A.2) を満たす。よって、滑らかな (A.2) の解は弱解となるので、弱

解は通常の解を含むより広い概念であることがわかる。

逆に、U が滑らかな関数で、かつ弱解、すなわち任意の φ ∈ C1
0(Q)に対し (A.2)

を満たせば、

0 =

∫∫

Q

(Uφt + Fφx)dxdt
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=

∫∫

Q

{(Uφ)t + (Fφ)x}dxdt−
∫∫

Q

φ(Ut + Fx)dxdt

= 	

∫

∂Q

(−Uφdx+ Fφdt)−
∫∫

Q

φ(Ut + Fx)dxdt

= −
∫∫

Q

φ(Ut + Fx)dxdt

となり、よって任意の φ ∈ C1
0(Q) に対して

∫∫

Q

φ(Ut + Fx)dxdt = 0

となるので、命題 A.1によりU は方程式 (A.1)を満たすことがわかる。つまり、

滑らかな関数に対しては、(A.1) を満たす通常の解と弱解は同値であることが

わかる。

しかもこの議論は局所化ができ、もし U が弱解で、その一部分が滑らかであ

るならば、その部分にだけ台を持つテスト関数に対して今の計算を行えばわか

るが、結局、その滑らかな部分ではやはり (A.1)を満たすことになる。つまり、

弱解は滑らかな部分では必ず (A.1) を満たす必要があることがわかる。

又、上の計算と 4.2 節の計算を見比べるとわかるが、U が弱解であり、不連続

線 x = d(t) の両側で滑らかで (よって (A.1) を満たし)、x = d(t) では第一種不

連続であるならば、

x

t

Q

Q1 Q2

x = d(t)

図 A.3: Q と x = d(t)

0 =

∫∫

Q

(Uφt + Fφx)dxdt
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=

(∫∫

Q1

+

∫∫

Q2

)

(Uφt + Fφx)dxdt

=

∫∫

Q1

{(Uφ)t + (Fφ)x}dxdt+
∫∫

Q2

{(Uφ)t + (Fφ)x}dxdt

= 	

∫

∂Q1

(−Uφdx+ Fφdt)+ 	

∫

∂Q2

(−Uφdx+ Fφdt)

となるが、∂Q1, ∂Q2 のうち Qの境界である部分では φ = 0で、よって x = d(t)

上での積分だけが残ることになり、

0 =

∫

x=d(t)

(−Uφd′(t) + Fφdt)
∣

∣

∣

x=d(t)−0
dt+

∫

x=d(t)

(Uφd′(t)− Fφdt)
∣

∣

∣

x=d(t)+0
dt

=

∫

x=d(t)

φ(t, d(t)){[U ]d′(t)− [F ]}dt

となるので、φ の任意性により

[U ]d′(t) = [F ]

すなわち、ランキン-ユゴニオ条件が導かれることになる。逆に、U が不連続線

の両側で滑らかで (A.1)を満たし、不連続線ではランキン-ユゴニオ条件を満た

せば、そこで弱解となることも上の計算よりわかる。

つまり、弱解は、

• 滑らかな関数に対しては (A.1) と同値

• 一部でも滑らかな部分では (A.1) を満たす

• 不連続線ではランキン-ユゴニオ条件を満たすことと同値

• もっと複雑な不連続性を持つような関数に対しても、(A.2) の形であれば

定義や確認が行える

ということが言える便利な定義であることになる。

また、初期値問題

{

Ut + F (U)x = 0 (0 < t < T, x ∈ R)

U(0, x) = U0(x) (x ∈ R)
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(U0(x) ∈ L1
loc(R)は与えられた初期値)に対する弱解は、次のように定義される。

任意の φ(t, x) ∈ C1
0([0, T )×R) に対し、

∫∫

Q

{Uφt + F (U)φx}dxdt+
∫

R

φ(0, x)U0(x)dx = 0 (A.3)

を満たすこと。

なお、φ は C1
0([0, T )×R) の関数となっているので、t = 0での値 φ(0, x) は一般

には (恒等的には) 0 ではない。

この定義も (A.2)の場合と同様の性質を持ち、滑らかで U(+0, x) = limt→+0 U(t, x)

を持つU(t, x)がこの弱解の定義を満たすことは、(A.1)、およびほとんどすべて

の xに対してU(+0, x) = U0(x)を満たすことと同値であることが容易にわかる。

本稿でこれまでに述べた膨張波や衝撃波、接触不連続、およびそれらから構成

されたリーマン問題の解は、いずれも (A.3) を満たす弱解になっている。

ただし、これらの弱解の定義には 4.7 節で述べたラックス条件のようなものは

含まれないので、物理的に認められない膨張衝撃波のようなものまで含まれて

しまうし、解の一意性が保証されない。しかし、ラックス条件は、不連続性が

第一種不連続な衝撃波として明確に現われる部分でしか設定できないので、一

般の弱解に対してその条件を設定することは困難である。

よって、一般の弱解から物理的に意味のある弱解のみを選択するために、ラッ

クス条件に代わる何らかの条件を課す必要があるが、それが B節で与えるエン

トロピー条件と呼ばれるものである。

B エントロピー条件

B.1 理想気体に対するエントロピー

次は、A節の最後で述べたように、一般の弱解に対して物理的に意味のある解

を選別するための、ラックス条件に代わるエントロピー条件についてここで説

明する。まず、具体的なエントロピーについて紹介し、その後で数学的なエン

トロピーとエントロピー条件について説明することにする。
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2 節で考察した理想気体では、よく知られているように定常状態の気体に対し

て状態方程式

pV = nRT (B.1)

が成り立つとする。p は単位面積あたりの気体の圧力、V は気体の体積、n は

気体のモル数、R は気体の種類などにはよらない定数 (気体定数)、T は絶対温

度である。

2 節の記号で書くと、a ≤ x ≤ b の範囲の定常的な気体で考えれば、

p =
1

A
P, V = (b− a)A (A は管の断面積)

となるが、この部分の気体の質量は、

M1
[a,b] = (b− a)ρ = nα (α はこの気体の (平均) 分子量)

に等しい。よって、

V = A
nα

ρ

と書けるので、これらを (B.1) に代入すれば

T =
PV

nR
=

(b− a)P

nR
=
α

R

P

ρ

が得られる。

また、気体の 1モルあたりの内部エネルギー em は、理想的な場合には cv を定

数 (定積モル比熱)として

em = cvT

と書けることが知られている。これに対し、2.5 節の e は単位質量あたりの内

部エネルギーなので、em = αe であり、よって、

e =
1

α
em =

cv
α
T =

cv
R

P

ρ
(B.2)
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となる。cp を低圧モル比熱、γ = cp/cv (比熱比)とすると、cp = cv +Rという関

係 (マイヤーの関係) が成り立つことが知られていて、よって、

γ =
cv +R

cv
= 1 +

R

cv

となり、(B.2) より

e =
1

γ − 1

P

ρ

が得られる。これが (2.17) である。

さて、エントロピーは、1 モルあたりの気体の熱量 Q に対して

dQ = TdSm

なるものとして定義される。ここで Sm は気体の 1モルあたりのエントロピー

である。

熱力学の第 1 法則により、1 モルの気体に対して

TdSm = dQ = dem + pdV

が成り立つ。今、単位質量あたりのエントロピーを S とすれば Sm = αS であ

り、n モルの気体に対する熱量変化を書けば、

Td(nSm) = d(nem) + pdV

であり、よって、

nαTdS = nαde+ pdV

となるので、

TdS = de+
p

nα
dV = de+

1

nα

P

A
d

(

A
nα

ρ

)

= de+ Pd

(

1

ρ

)

= d

(

1

γ − 1

P

ρ

)

+ Pd

(

1

ρ

)

=
1

γ − 1

1

ρ
dP − 1

γ − 1

P

ρ2
dρ− P

ρ2
dρ

=
1

γ − 1

1

ρ
dP − γ

γ − 1

P

ρ2
dρ = e

(

dP

P
− γ

dρ

ρ

)
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となる。T = αe/cv より、この両辺を T で割れば、

dS =
cv
α

(

dP

P
− γ

dρ

ρ

)

が得られる。よって、これを積分すれば

S = S0 +
cv
α
log

P

ργ
(B.3)

と表される。また、

(

∂ S

∂ P

)

ρ

=
1

P

cv
α
,

(

∂ S

∂ ρ

)

P

= −γ
ρ

cv
α

であることがわかる。

B.2 数学的な一般化エントロピー

前節で物理的なエントロピー S = S(ρ, P )を (B.3)として導いたが、今度はこれ

と方程式 (3.12) との数学的な関係を見てみる。

この方程式 (3.12) の滑らかな解に対しては、(3.14) より、

St = Sρρt + SPPt = −γ
ρ

cv
α
(−ρxu− ρux) +

1

P

cv
α
(−γPux − uPx)

=
cv
α

(

γ
u

ρ
ρx −

u

P
Px

)

= −Sρuρx − SPuPx

= −uSx

となるので、よって

St + uSx = 0

が成り立つ。S は単位質量あたりのエントロピーなので、全質量に対するエン

トロピー ρS を考えると、

(ρS)t = ρtS + ρSt = −(ρu)xS − ρuSx = −(ρuS)x
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となるので、

(ρS)t + (ρuS)x = 0

となることがわかる。

このように、一般に保存則方程式

Ut + F (U)x = 0 (B.4)

の滑らかな解に対して、必ず

η(U)t + q(U)x = 0 (B.5)

となるスカラー関数 η(U), q(U) が存在する場合、これを (一般化された) エント
ロピー対 (generalized entropy pair) と呼び、η(U) を エントロピー関数 (entropy)、

q(U) を エントロピー流束 (entropy flux) と呼ぶ。

式 (B.5) は

∇Uη(U)Ut +∇Uq(U)Ux = 0

と書けるので、(B.4) より

{−∇Uη(U)∇UF (U) +∇Uq(U)}Ux = 0

となる。よって、(η(U), q(U)) がエントロピー対となることは、

∇Uq(U) = ∇Uη(U)∇UF (U) (B.6)

が成り立つことを意味する。

しかし、(B.5) は衝撃波では成立しない。それを調べるために、不連続線での

(η, q) に対するランキン-ユゴニオ条件のような式

Φ = s[η]− [q] = s(δ){η(U(δ))− η(U0)} − {q(U(δ))− q(U0)}
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を調べてみる。ここで、U(δ) は、衝撃波曲線 (4.7 節)、または接触不連続曲線

(4.6 節) を表し、U(0) = U0, s(0) = λj(U0) であるとする。

(B.6) より、

dΦ

dδ
= s′[η] + sη′ − q′ = s′[η] + s∇Uη(U)U

′ −∇Uq(U)U
′

= s′[η] +∇Uη(U){s−∇UF (U)}U ′

となるが、ランキン-ユゴニオ条件

s[U ]− [F ] = s(δ){U(δ)− U0} − {F (U(δ))− F (U0)} = 0

を微分すれば、

s′[U ] + sU ′ − F ′ = s′[U ] + {s−∇UF (U)}U ′ = 0

なので、

dΦ

dδ
= s′[η]− s′∇Uη(U)[U ] = −s′{η(U0)− η(U)−∇Uη(U)(U0 − U)} (B.7)

となる。今、

ψ(θ) = η(U + θ(U0 − U))

とすれば、ψ′(θ) = ∇Uη(U + θ(U0 − U))(U0 − U) より、(B.7) の中かっこ内は、

ψ(1)− ψ(0)− ψ′(0) =

∫ 1

0

(1− θ)ψ′′(θ)dθ

と書ける。今、∇2
Uη を、(i, j) 成分が ∂2η/∂ui∂uj である N ×N 行列であるとす

ると、

ψ′′(θ) = T(U0 − U)∇2
Uη(U + θ(U0 − U))(U0 − U)
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であるので、∇2
Uη が正定値 (つまり η が凸)であれば、(B.7)の中かっこ内は正

となる。ここで、∇2
Uη が正定値であるとは、任意のベクトル X 6= 0 に対して、

2 次形式 TX∇2
UηX が正であることを意味する。η が凹 (∇2

Uη が負定値) ならば

逆に (B.7) の中かっこは負となる。

また、s′(δ) は、衝撃波の場合は

s′(0) =
1

2
∇Uλj(U)rj(U) > 0

であったから、少なくとも |δ| が十分小さければ s′(δ) > 0 となる。

よって衝撃波の場合は、η が凸ならば δ 6= 0のときはΦ′(δ) < 0となり、Φ(0) = 0

より、

δ < 0 ⇔ Φ > 0

となる。η が凹ならば、逆に

δ < 0 ⇔ Φ < 0

となる。

つまり、η が凸か凹ならば、Φ は衝撃波に対してはどこでも一定符号であるこ

とになる。後で示すように (B.4 節参照)、ρS は U = T(ρ,m,E) に関して凹とな

るので、それが言える。

一方、接触不連続に対しては、

s′(δ) = {λj(U0)}′ = 0

なので、Φ は 0 である。よって、Φ の符号を指定すること (例えば凸なエント

ロピーに対して Φ > 0 のような条件) によって、適切な衝撃波のみを選択でき

ることがわかる。
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B.3 エントロピー条件

4.2 節と同様の計算を式 (B.5) に対して行うと、

0 = −
∫ b

a

η(U(t0, x))dx+

∫ X2

X1

η(U(t1, x))dx+

∫ t1

t0

[

q − uη
]X(t;t0,b)

X(t;t0,a)
dt

+

∫ t1

t0

Φdt

となることがわかる。特に、(η, q) = (ρS, ρuS) のように q − uη = 0 場合は 3 項

目の積分は消えるので、

∫ X2

X1

η(U(t1, x))dx =

∫ b

a

η(U(t0, x))dx−
∫ t1

t0

Φdt (B.8)

となり、η が凸 (または凹)ならば Φは正 (または負)となるので、エントロピー

の総量は減少 (または増加) することになる。η = ρS は実は凹なので (B.4 節参

照)、(B.8) はエントロピー増大という熱力学第 2 法則を意味する。

ここからの類推として、弱解にも同様の条件、すなわち凸なエントロピーに対

して「エントロピーの総量が減少していること」を課すのがエントロピー条件

である (ρS は凹なので、ρS とは逆になることに注意)。

しかし、一般の L1
loc(Q) の関数に対して、線積分

∫ X2

X1

η(U(t1, x))dx

の形で条件を課すのはあまり都合がよくないので、弱い意味で、

η(U)t + q(U)x ≤ 0

を満たすこと、すなわち、

「凸なエントロピー関数を持つ任意のエントロピー対と任意の非負

なテスト関数 φ ∈ C1
0(Q) に対して

∫∫

Q

{η(U)φt + q(U)φx}dxdt ≥ 0 (B.9)
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を満たすこと」

を、エントロピー条件 (entropy condition) と呼ぶ。

保存則の一般的な解の存在定理では、通常ラックス条件の代わりにこの条件が

用いられる。この形の条件であれば、単純な不連続性の関数でなく、もっと一

般の L1
loc(Q) の関数に対して適用できる。

以下に、簡単な場合についてこの条件を考えてみる。

解 U が滑らかな部分では、ηt + qx = 0となるので、もちろんエントロピー条件

は満たされる。

U が不連続線 d = d(t) の両側で滑らかな場合は、条件 (B.9) は、A 節の図 A.3

のように分けて計算すれば、

0 ≤
∫∫

Q

{η(U)φt + q(U)φx}dxdt =
(∫∫

Q1

+

∫∫

Q2

)

(ηφt + qφx)dxdt

=

∫∫

Q1

{(ηφ)t + (qφ)x}dxdt+
∫∫

Q2

{(ηφ)t + (qφ)x}dxdt

= 	

∫

∂Q1

(−ηφdx+ qφdt)+ 	

∫

∂Q2

(−ηφdx+ qφdt)

=

∫

x=d(t)

φ(t, d(t)){[η]d′(t)− [q]}dt

となるので、φの任意性より、Φ = d′(t)[η]− [q]が各 tで 0以上でなければなら

ないことになる。よって B.2節の結果より、接触不連続の場合は無条件、衝撃

波の場合はラックス条件を満たす衝撃波のみが許されることになる。

B.4 物理的なエントロピーの凹性

最後に、B.3 節で述べた、η = ρS の U = T(ρ,m,E) での凹性について述べて

おく。

この U に関する 2 階微分による行列 ∇2
Uη を計算するわけであるが、この行列

の計算は、これまでのように W = T(ρ, u, P ) で行えばよい、とはいかない。ま

ずは、そこから検証する。
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η(U) に U = G(W ) を代入したものを η̂(W ) = η(G(W )) とすると、

∇W η̂(W ) = ∇Uη(U)∇WG(W )

であり、また、

∇2
W η̂(W ) = ∇W

T
(

∇W η̂(W )
)

であるから、

∇2
W η̂(W ) = ∇W

T(∇Uη∇WG) = ∇W

{

T(∇WG)
T(∇Uη)

}

となる。

今、N ×N 行列 A(W ) と定数列ベクトル (N × 1 行列) X に対し、

∇W (A(W )X) =

(

∂ (A(W )X)

∂ w1

, . . . ,
∂ (A(W )X)

∂ wN

)

=

(

∂ A(W )

∂ w1

X, . . . ,
∂ A(W )

∂ wN

X

)

という N ×N 行列となるが、これを記号的に

∇WA(W )⊗X

と書くことにする (∇WA(W )は、単独では意味のない記号になってしまうので、

特にこのように書くこととする)。こうすれば、X も W の関数 X = X(W ) で

ある場合も

∇W (A(W )X(W )) = ∇WA(W )⊗X + A(W )∇WX(W )

のように、積の微分の形に書くことができる。

この記法により、

∇2
W η̂(W ) = ∇W

{

T(∇WG)
T(∇Uη)

}

= ∇W
T(∇WG)⊗ T(∇Uη) +

T(∇WG)∇W
T(∇Uη)
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となるが、

∇W
T(∇Uη) = ∇U

(

T(∇Uη)
)

∇WG = ∇2
Uη(U)∇WG

なので、よって、

∇2
W η̂(W ) = ∇W

T(∇WG)⊗ T(∇Uη) +
T(∇WG)∇2

Uη(U)∇WG

となる。

今、右辺の最初の行列を B = ∇W
T(∇WG)⊗ T(∇Uη) とすると、

∇2
W η̂ −B = T(∇WG)∇2

Uη(U)∇WG

となるので、

TX(∇2
W η̂ − B)X = TY∇2

Uη(U)Y (Y = (∇WG)X)

となる。よって、|∇WG| 6= 0であるから、(∇2
W η̂−B)が正定値 (負定値)である

ことと、∇2
Uη が正定値 (負定値) であることは同値となる。ただし、一般には

B 6≡ 0 なので、∇2
W η̂ と ∇2

Uη が対応するわけではない。

今度は、U = T(ρ,m,E), W = T(ρ, u, P ) に対してB を計算してみる。

∇WG =

(

∂

∂ ρ
,
∂

∂ u
,
∂

∂ P

)







ρ

ρu

ρu2/2 + P/(γ − 1)






=







1 0 0

u ρ 0

u2/2 ρu 1/(γ − 1)







であり、また定義より

B = ∇W
T(∇WG)⊗ T(∇Uη)

=

(

∂ T(∇WG)

∂ ρ
T(∇Uη),

∂ T(∇WG)

∂ u
T(∇Uη),

∂ T(∇WG)

∂ P
T(∇Uη)

)
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であり、

∂ T(∇WG)

∂ ρ
=

T
{

∂ (∇WG)

∂ ρ

}

=

T






0 0 0

0 1 0

0 u 0






=







0 0 0

0 1 u

0 0 0







∂ T(∇WG)

∂ u
=

T






0 0 0

1 0 0

u ρ 0






=







0 1 u

0 0 ρ

0 0 0







∂ T(∇WG)

∂ P
= 0

となる。∇Uη = (ηρ, ηm, ηE) なので、よって、

B =







0 ηm + uηE 0

ηm + uηE ρηE 0

0 0 0







となる。ここで、∇W η̂ = ∇Uη∇WG より、

η̂u = ρηm + ρuηE, η̂P =
1

γ − 1
ηE

なので、

ηm + uηE =
1

ρ
η̂u, ηE = (γ − 1)η̂P

となり、よって B を η̂ で表わせば、

B =







0 η̂u/ρ 0

η̂u/ρ (γ − 1)ρη̂P 0

0 0 0







となる。

次に、具体的な η̂ = ρS に対して、∇2
W η̂ − B を求める。(B.3) より、

η̂ = ρS = ρS0 + kρ logP − kγρ log ρ
(

k =
cv
α

)
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と書けるから、

∇W η̂ = (η̂ρ, η̂u, η̂P ) =

(

S0 + k logP − kγ log ρ− kγ, 0,
kρ

P

)

となり、よって、

∇2
W η̂ =







−kγ/ρ 0 k/P

0 0 0

k/P 0 −kρ/P 2






, B =







0 0 0

0 k(γ − 1)ρ2/P 0

0 0 0







となり、よって、

∇2
W η̂ −B =







−kγ/ρ 0 k/P

0 k(γ − 1)ρ2/P 0

k/P 0 −kρ/P 2







となる。今、X = T(x, y, z) に対して、

TX(∇2
W η̂ − B)X = −kγ

ρ
x2 + 2

k

P
xz − k(γ − 1)

ρ2

P
y2 − kρ

P 2
z2

= − kρ

P 2

(

z − P

ρ
x

)2

− k(γ − 1)

ρ
x2 − k(γ − 1)

ρ2

P
y2

となるので、γ > 1より、これは確かに 0以下で、しかもこれが 0になるのは

z − P

ρ
x = x = y = 0

となるときのみで、これは X = 0 を意味するから、結局、X 6= 0 ならば

TX(∇2
W η̂ − B)X < 0

であることが言え、よって ∇2
W η̂−B が負定値であることが言える。ゆえに ∇2

Uη

は負定値となり、ρS が凹であることが言える。
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C 反省等

本節は、3.2節の最後に述べた、λj(U)、rj(U), lj(U)の大域的な存在性と、3.4節

のリーマン不変量の存在を示す命題 3.1 について証明、および大域的な考察を

行う。

なお、2007年に書いた本稿の旧版では、その大域性と局所性の検討が薄く、問

題点が含まれるものになっていたので、今回はその反省も含めた大域性に対す

る考察も行う。

また、それに伴ない本文の対応する部分も、既に一部変更・修正を行っている。

C.1 反省: 滑らかな固有値、固有ベクトルの存在について

まず、3.2 節では、Ω 上で一般の F (U) を流束に持つ双曲型保存則系の固有値

λj(U), 固有ベクトル rj(U), lj(U) を取り、その後それらの微分も行っているが、

F (U)が Ωで滑らかであるとき、各 U1 ∈ Ωの近傍 Ω1 (U1 ∈ Ω1 ⊂ Ω)では確かに

固有値、固有ベクトルとして滑らかなものが取れるのであるが、当初は特に注

意せずに Ω 全体で滑らかなものが存在するとして記述していた。

しかし、Ω 全体で滑らかなものが取れかどうかは自明ではなく、F (U) や Ω の

形状によっては怪しい場合もでてくるので、本節ではそれを少し細かく考える

ことにする。

なお、保存則方程式の解として「小さい解」、すなわち初期値のすべての値が

ある定ベクトルの近くにあり、変動が小さく、それに対する方程式の解もその

近くだけに留まるものだけを考えるような局所的な立場では、局所的に滑らか

な固有値、固有ベクトルが取れることは言えるので、3.2節の最後に「なお」と

して追記したように、必要ならば Ωを狭く取ることで、Ω全体で滑らかなもの

が存在する、とすることができる。本節では、局所的とは限らない立場も含め

て考察する。

まず、固有値 λj(U) が Ω 全体で滑らかに取れるかどうかを考える。仮定とし

て、Ω は RN 上の領域、すなわち連結開集合であるとし、F (U) は Ω 上で滑ら

かな関数 (例えば F (U) ∈ C2(Ω))で、Ω上で双曲型、すなわち ∇F (U)が Ω上で

異なる N 個の実固有値

λ1(U) < λ2(U) < · · · < λN(U)
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を持つとする。

λ = λj(U) は、∇F (U) の成分の多項式を係数とする λ の N 次方程式

h(λ, U) = |λI −∇F (U)| = 0 (C.1)

の解になっていて、仮定により各 U で λj(U)は一意に定まる。よって、Ωの各

点 U1 に対し、そのある近傍 Ω1 (U1 ∈ Ω1 ⊂ Ω) で λj(U) が滑らかであることが

示されれば、λj(U)は Ω全体で滑らかとなる (注: この状況は、固有ベクトルと

はやや異なる)。

λj(U) は、方程式 (C.1) を満たすが、この方程式は重解を持たないので、

hλ(λj(U), U) 6= 0 (U ∈ Ω, 1 ≤ j ≤ N) (C.2)

であることに注意する。

U1 ∈ Ωに対し、h(λj(U1), U1) = 0であるが、(C.2)から陰関数定理により、U1 の

ある近傍で λj(U) は滑らかで、

∂ λj(U)

∂ uk
= − huk

(λj(U), U)

hλ(λj(U), U)

となることがわかる。そしてこの式から、h の係数が uk で微分できる階数分

(F (U) の滑らかさより 1 階低い分) だけ、λj(U) が微分できることも保証され

る。これで、固有値 λj(U)は Ω全体で滑らかなものが取れることが示されたこ

とになる。

しかし、固有ベクトル rj(U), lj(U) は少し状況が異なる。左固有ベクトル lj(U)

に対する議論は、右固有ベクトル rj(U) とほぼ同じなので、ここでは rj(U) の

みを考えることにする。仮定より、当然 Ω の各点 U では rj(U) を取ることは

できるが、rj(U) には定数倍の自由度があるので、それを Ω 全体で滑らかにな

るように取れるかどうかは自明ではなく、局所的な滑らかさが大域的な滑らか

さの保証とはならない。まずは局所的に滑らかなものが取れるかを考える。

今、行列 A(U) を

A(U) = ∇F (U)− λj(U)I (C.3)
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とすると、固有値 λj(U) がすべて異なるので、固有空間の次元はすべて 1 と

なり、

rankA(U) = N − 1 (C.4)

となる。以後、列ベクトル r(U) = rj(U) を、方程式

A(U)r(U) = 0, |r(U)| = 1 (C.5)

の解として考える。

今、Ai,j を、行列 Aの i行目と j 列目を除いた (N −1)次小行列とすると、(C.4)

より、各 U1 ∈ Ω に対し

|Ai0,j0(U1)| 6= 0 (C.6)

となるものが存在する。なお、一般に i0, j0 は U1 に依存し、Ω 全体で同じ i0,

j0 が取れるわけではないが、(C.6) と A(U) の滑らかさにより、

|Ai0,j0(U)| 6= 0 (U ∈ Ω1) (C.7)

となるような U1 の近傍 Ω1 (U1 ∈ Ω1 ⊂ Ω) を取ることができる。

今、スカラー qj(U) を N 次元列ベクトル r(U) の第 j 行成分、r̂j(U) を r(U) か

らその j 行目を除いた (N − 1)次元列ベクトル、αj(U)を A(U)の第 j 列ベクト

ルを表すものとすると、同次の線形方程式

A(U)r(U) = 0 (C.8)

は、Ω1 では

Ai0,j0(U)r̂
j0(U) + α̂j0

i0(U)qj0(U) = 0 (C.9)

と同等となることに注意する。
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(C.9)は、(C.8)の i0 行目の方程式を除き、j0 目の成分 qj0(U)の部分を分けて書

いたものになっているので、(C.4)と (C.7)より、(C.8)と (C.9)が同等であるこ

とがわかる。

よって、(C.7), (C.9) より、

r̂j0(U) = −Ai0,j0(U)
−1α̂j0

i0(U)qj0(U)

と書くことができるので、(C.5) の解は以下のようになる。

r̂j0(U) =
±A−1

i0,j0
α̂j0

i0

√

1 + |A−1
i0,j0

α̂j0
i0 |2

, qj0(U) =
∓1

√

1 + |A−1
i0,j0

α̂j0
i0 |2

(C.10)

この分母の平方根の中身はいずれも 1以上なので、(C.10) の特異性は、逆行列

Ai0,j0(U)
−1 の部分にのみ現れるが、A(U) の成分は ∇F (U) の成分と λj(U) との

差から成り、F (U)の 1階低い程度の滑らかさを持つので、(C.7)である範囲で

は Ai0,j0(U)
−1 や α̂j0

i0(U) もそれと同じ程度の滑らかさを持つ。

よって、(C.10) の複号を同順とした組は、いずれも Ω1 で λj(U) と同程度の滑

らかさを持つ (C.5) の解となることがわかる。これにより、局所的には滑らか

な固有ベクトルが取れることが示された。

ただし、次の例に見られるように、(C.4)を満たす一般の行列 A(U)に対しては、

(C.5) の滑らかな解が大域的に取れるとは限らない。

Ω を x, y 平面から原点中心の円を、あるいは原点 1 点を除いた領域とする。

(x, y) ∈ Ω に対して、行列 A = A(x, y) を極座標表示して、

A(x, y) = Ā(ρ, θ) = 2









sin2 θ

2
− sin

θ

2
cos

θ

2

sin
θ

2
cos

θ

2
− cos2

θ

2









(C.11)

とする。この A は、

A =

[

1− cos θ − sin θ

sin θ −1− cos θ

]

=

[

1− x/
√

x2 + y2 −y/
√

x2 + y2

y/
√

x2 + y2 −1− x/
√

x2 + y2

]
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とも書けるので、Ω で滑らかであり、また A(x, y) = 0 となることはないが、

(C.11) より

r1(x, y) = r̄1(ρ, θ) =









cos
θ

2

sin
θ

2









(0 ≤ θ < 2π) (C.12)

は A(x, y)r1(x, y) = 0 を満たし、よって Ω で rankA(x, y) = 1 となっている。

このとき、(C.11)より A(x, y)r(x, y) = 0の解は r(x, y) = c(x, y)r1(x, y)となるが、

(C.12) の r1(x, y) は、原点の回りの 1 周に関して半回転しかしない単位ベクト

ル場になっていて、θ = 0、すなわち x 軸の正の部分で不連続 (x 軸の両側で逆

向きのベクトル)、それ以外では滑らかな解となる。一方、

r2(x, y) = r̄2(ρ, θ) =









cos
θ

2

sin
θ

2









(−π ≤ θ < π) (C.13)

も A(x, y)r(x, y) = 0 の解を与えるが、これは r1(x, y) とは Ω 全体で一致はしな

いが平行で、0 ≤ θ < π では r1(x, y) = r2(x, y), π ≤ θ < 2π (−π ≤ θ < 0) では

r1(x, y) = −r2(x, y) となっていて、r2(x, y) は θ = −π、すなわち x 軸の負の部分

で不連続、それ以外では滑らかな解となる。

つまり、A(x, y) が滑らかなので、確かに局所的には滑らな解 (r1 か r2 のどち

らか)が必ず取れるが、Ω全体で滑らかな解を取ることはできない。この例は、

(C.10)で言えば、その式の ±の部分を、Ω全体で一方の符号に統一できないよ

うなものになっている。

なおこの例は、Ω が単連結ではないし、またこの A = A(x, y) は (C.3) の形で

あるわけでもないので、保存則方程式の固有ベクトルに対する反例、すなわち

∇F (U) の固有ベクトルとして Ω 全体では滑らかなものが取れない、という例

を与えていることには必ずしもなっていない。

実際、(C.3) のように A(U) が ∇F (U) に近い形をしていると上の例のような回
転行列のようなものは作りにくいので、もしかすると保存則方程式の (C.3) の

形の場合は、このような例が構成できず、よって Ω 全体で滑らかな r(U) が取

れることが示されるのかもしれないが、それは (C.3) の形であることを使用し
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た議論を必要とするはずであり、少なくとも簡単にはどちらとも結論づけられ

ない。

C.2 反省: リーマン不変量の存在について

次に、3.4節の命題 3.1で保証するリーマン不変量の存在であるが、これも本稿

の旧版では「Ω で存在する」と書いていたのであるが、r(U) や Ω の形状など

によっては必ずしも自明ではないことがわかったので、現在は局所的な形に書

いている。まずはそれを証明し、最後に大域的な場合についても考察する。

まず次の補題を示す。

補題 C.1

N ×N 行列 A, X = [X1 · · · XN ] に対し、

N
∑

j=1

|X1 · · · AXj · · · XN | = tr(A)|X| (C.14)

(左辺の和の項は j 列目のみが A倍、されている形、tr(A) = a11+a22+ · · ·+aNN)

証明

行列 A を

A =











α1

α2

...

αN











=











α1

0
...

0











+











0

α2

...

0











+ · · ·+











0

0
...

αN











= A1 + A2 + · · ·+ AN

と分けると、(C.14) の左辺、右辺は共に行列 A に関して線形な式であるから、
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各 Ak に対して (C.14) を示せば、A に対しても (C.14) が成り立つことになる。

AkXj =

















0
...

αkXj

...

0

















= (αkXj)ek =

(

N
∑

m=1

akmxmj

)

ek

より、Ak に対して (C.14) の左辺は

N
∑

j=1

|X1 · · · AkXj · · · XN | =
N
∑

j=1

|X1 · · · ek · · · XN |
N
∑

m=1

akmxmj

となるが、右辺の行列式を j 列目で展開すれば

|X1 · · · ek · · · XN | = (−1)k+j∆kj(X)

となるので、行列式の良く知られた性質より、

N
∑

j=1

|X1 · · · AkXj · · · XN |

=
N
∑

j=1

N
∑

m=1

akmxmj(−1)k+j∆kj(X) =
N
∑

m=1

akm

N
∑

j=1

(−1)k+jxmj∆kj(X)

=
N
∑

m=1

akmδkm|X| = akk|X| = tr(Ak)|X|

となる。

補題 C.2

r(U) が Ω 内で滑らかで、かつ 0 ではないベクトルであるとき、Ω 内の各点 U1

に対して、そのある近傍 Ω1 (U1 ∈ Ω1 ⊂ Ω)、および RN−1 の原点のある近傍
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(t1, t2, . . . , tN−1) ∈ W とその上のベクトル値関数 U = V (t1, t2, . . . , tN) : W → Ω1

を、

∂ V

∂ t1
,
∂ V

∂ t2
, . . . ,

∂ V

∂ tN

が一次独立で、

∂ V

∂ tN
= r(V )

を満たすように取ることができる。

証明

このような関数の存在は、通常の常微分方程式の理論から得られる。まず、Ω内

に、U1 を通り、U1 のある近傍 Ω1 (U1 ∈ Ω1 ⊂ Ω)では r(U)とは接しない (N − 1)

次元の滑らかな初期面

S : U = η(t1, t2, . . . , tN−1) (η(0, 0, . . . , 0) = U1) (C.15)

を取る (t1, t2, . . . , tN−1 は、この初期面を表現するパラメータ)。具体的には、例

えば U1 を通り、r(U1) に垂直な (N − 1) 次元超平面を取ればよい。これは、少

なくとも U1 のある近傍では r(U) に接しないから、その近傍を Ω1 とすればよ

い。そして S はその近傍 Ω1 内の部分のみを考える。

(C.15) が Ω1 で (N − 1) 次元の初期面を構成することから、η は (N − 1) 次元空

間の原点を含むある開集合 (t1, t2, . . . , tN−1) ∈ W から Ω1 への滑らかな写像で、

S の (N − 1) 個の接ベクトル ηt1 , ηt2 , . . . , ηtN−1
は W 上一次独立でなくてはなら

ない。さらに、S は r(U) とは接しないので、(t1, t2, . . . , tN−1) ∈ W に対して、

r(η) 6∈ 〈ηt1 , ηt2 , . . . , ηtN−1
〉

であり、よって、r(η), ηt1 , ηt2 , . . . , ηtN−1
は一次独立で、その行列式は

|ηt1 ηt2 · · · , ηtN−1
r(η)| 6= 0 ((t1, t2, . . . , tN−1) ∈ W ) (C.16)



C. 反省等 147

となることが言える (そのような初期面である必要がある)。

例えば、上の超平面は、r(U1) · (U − U1) = 0 より、r(U1) の 0 でない成分で割る

ことで S を (N − 1)個のパラメータで表せる。簡単のため、r(U1)の N 番目の

成分が 0 でないとすると、

η =



















u11 + t1
u12 + t2

...

u1N − 1

aN

N−1
∑

j=1

ajtj
























r(U1) =







a1
...

aN






, U1 =







u11
...

u1N






, aN 6= 0







となり、(t1, t2, . . . , tN−1) = (0, 0, . . . , 0) では、η = U1 より、(C.16) の行列式は

|ηt1 ηt2 · · · , ηtN−1
r(U1)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 · · · 0 a1
0 1 · · · 0 a2
...

...
...

...

0 0 · · · 1 aN−1

− a1
aN

− a2
aN

· · · −aN−1

aN
aN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
a21 + a22 + · · ·+ a2N−1

aN
+ aN =

1

aN
|r(U1)|2 6= 0

となり、少なくとも (t1, t2, . . . , tN−1) = (0, 0, . . . , 0)では、0ではなく、確かにそ

の近傍では (C.16) の行列式は 0 にはならないようにできる。

これに対して、常微分方程式の初期値問題

dU

dtN
= r(U), U |tN=0 = η(t1, t2, . . . , tN−1) (C.17)

の解を U = V (t1, t2, . . . , tN) とする。すなわち、各 (t1, t2, . . . , tN−1) ∈ W に対す

る解曲線をすべて合わせたものを U とする。これは相空間 Ω では、初期面 S

を通る流管を構成する。

常微分方程式の一般論と r(U), η の滑らかさより、(t1, t2, . . . , tN) = (0, 0, . . . , 0)の

ある近傍に対してこの解 U が存在し、(t1, t2, . . . , tN)に関して滑らかであること

が示され、

Vtk(t1, t2, . . . , tN−1, 0) = ηtk (k < N), VtN (t1, t2, . . . , tN−1, 0) = r(η)
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であることが言える。よって、(C.16) より

|Vt1 Vt2 · · · VtN |(t1, t2, . . . , tN−1, 0) 6= 0 (C.18)

となるから、(t1, t2, . . . , tN) = (0, 0, . . . , 0) のある近傍に対して

|Vt1 Vt2 · · · VtN | 6= 0 (C.19)

となる。

なお、当初は、この補題 C.2の証明をさらに以下のように続けて、補題 C.1を

用いることで Ω 内で大域的に V が存在することを示そうとしていた。

(当初証明の続きとしていたもの)

tN = 0 のときに V のヤコビ行列式が (C.18) により 0 ではないので、

|tN | が十分小さければ (C.19) となる。さらにこの行列式は、微分方

程式 (C.17)の解が存在し続ける間の tN すべてに対して 0ではないこ

とを示す。(C.19) の左辺のヤコビ行列式を Y = Y (t1, . . . , tN) とする:

Y (t1, . . . , tN) = |Vt1 Vt2 · · · VtN |

仮定より Y (t1, . . . , tN−1, 0) 6= 0 であり、この Y を tN で微分すると、

YtN =
N
∑

j=1

|Vt1 · · · (Vtj)tN · · · VtN |

となり、

(Vtj)tN = (VtN )tj = r(U)tj = ∇Ur(V )Vtj (1 ≤ j ≤ N)

より、補題 C.1 から

YtN =
N
∑

j=1

|Vt1 . . .∇Ur(V )Vtj . . . VtN | = tr(∇Ur(V ))Y

= (∇U · r(V ))Y
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となる (∇ · r は r の発散)。よって、これを Y に関する微分方程式

と見れば、その解は

Y (t1, . . . , tN) = Y (t1, . . . , tN−1, 0)

× exp

(∫ tN

0

(∇U · r(V ))(t1, . . . , tN−1, τ)dτ

)

(C.20)

と書け、Y (t1, . . . , tN−1, 0) 6= 0 で、また r は Ω 上で滑らかなので、こ

の式 (C.20) より解 V が存在している tN に対して Y (t1, . . . , tN) は 0

になることはない。

これは、確かに tN に関して V を延長しても Y は 0にはならない、ということ

を示しているが、Ω全体に渡る解が作れていることにはなってはおらず、あく

まで初期面 S を通る流管に対して示されているに過ぎない。

初期面 S の取り方によってはその流管は Ω 全体を渡らないこともあるし、ど

のような Ωに対しても、流管が Ω全体となり r(U)に接しないような初期面を

取ることが可能かといえば、それは自明ではない。だから、補題 C.2を Ω全体

に渡るような解の存在という形で述べることは難しい。

次は、命題 3.1の 1. の証明を行う。これも、当初の大域的な形から、現在は局

所的な形に直してある。

証明

補題 C.2 の U = V (t1, . . . , tN) と近傍 W , Ω1 は、W の上でヤコビ行列式 Y が

0 ではないので、必要ならばさらに小さい近傍を取ることで、逆関数定理より

(t1, . . . , tN) ∈ W と U ∈ Ω1 が 1 対 1 に対応するようにでき、各 tj を U の滑ら

かな関数 tj = tj(U) と表せる。

この tj(U) は、tj(V (t1, . . . , tN)) ≡ tj を満たすので、

∂ tj
∂ tk

= ∇U tj(V )
∂ V

∂ tk
= δjk

であり、よって、







∇U t1(V )
...

∇U tN(V )







[

∂ V

∂ t1
· · · ∂ V

∂ tN

]

= E
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となるから ∇U t1(U),. . . ,∇U tN(U) は一次独立で、そして j < N に対して、

0 =
∂ tj
∂ tN

= ∇U tj(V )
∂ V

∂ tN
= ∇U tj(V )r(V )

であるから、この t1(U),. . . ,tN−1(U) をこの命題の wj(U) の組と取ればよい。

また、この証明の逆関数定理を使用する部分も、当初は「ヤコビ行列式が 0で

ない範囲で逆関数が求まる」ように書いていたが、それは正しくなく、「ある

点でヤコビ行列式が 0でない場合その近傍で逆関数が求まる」と、あくまで局

所的な形でなければいけない。

次は、命題 3.1 の 2. の証明。

証明

上の証明にあるように、wj(U) として tj(U) (j < N) を取ればもちろんである

が、命題 3.1 の条件を満たす一般の wj(U) に対しても、それに対して上の証明

の tN(U) を wN(U) とすると、∇UwN(U) は

1 =
∂ tN
∂ tN

= ∇U tN(V )
∂ V

∂ tN
= ∇UwN(V )r(V )

を満たすので、

∇UwN(U) 6∈ 〈∇Uw1(U), . . . ,∇UwN−1(U)〉

となる。よって、∇Uw1(U),. . . ,∇UwN(U) は一次独立となり、U1 のある近傍で

U と (w1, . . . , wN) が 1 対 1 に対応することになる。これを逆に解いて U =

W (w1, . . . , wN) と見ることができる。

今、命題 3.1の 2. の条件を満たす w̃ に U = W (w1, . . . , wN)を代入すれば、w̃ は

w1,. . . ,wN の関数と見ることができるが、

0 = ∇U w̃(U)r(U) =
N
∑

j=1

∂ w̃

∂ uj
rj(U)

=
N
∑

j=1

rj(U)
N
∑

k=1

∂ w̃

∂ wk

∂ wk

∂ uj
=

N
∑

k=1

∂ w̃

∂ wk

N
∑

j=1

∂ wk

∂ uj
rj(U)
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=
N
∑

k=1

∂ w̃

∂ wk

∇Uwk(U)r(U) =
∂ w̃

∂ wN

∇UwN(U)r(U)

=
∂ w̃

∂ wN

となる。よって、∂w̃/∂wN = 0より w̃ は wN によらないので、w1,. . . ,wN−1 の関

数として表されることになる。

この証明も、前の証明同様逆関数の定理を使用している部分は、局所的にしか

言えないので、その範囲に制限して成り立つことになる。つまり、命題 3.1 の

最初の Ω1 は、1. と 2. の証明の両方の「近傍」の共通部分として得られる小さ

い近傍ということになる。

もちろん、個々の保存則方程式の具体例に関しては、リーマン不変量が F (U)

の定義域全体で存在することも多いし、この命題 3.1の証明でも r(U)が「保存

則方程式の固有ベクトル」であることは特に使用していないので、もしかした

ら r(U) が保存則方程式の固有ベクトルの場合にはもう少し大域的な結果が成

立する可能性はなくはない。しかしそれは当然自明ではないので、とりあえず

一般論としては局所的なものに留めておくべきであろう。
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