
1. はじめに 1

2024 年 04 月 03 日

正規行列の対角化と標準形
新潟工科大学 基礎教育・教養系 竹野茂治

1 はじめに

[1] では、エルミート行列、歪エルミート行列の、ユニタリ行列による対角化と、対称
行列と交代行列の直交行列による標準形への変形を紹介した。

一方で、この対角化、標準形については、次のことも良く知られている。

• [A] 直交行列が、ユニタリ行列により対角化できること

• [B] 直交行列が、直交行列によりある標準形に変形できること

• [C] ユニタリ行列で対角化できる行列は、正規行列であること

• [D] 実正規行列が、直交行列によりある標準形に変形できること

これらは、いくつかの本や資料などで既に紹介されているのだが (例えば [2], [3], [4])、
[1] の続きとして本稿にまとめておく。

なお、直交行列を含むユニタリ行列、対称行列を含むエルミート行列、交代行列を含
む歪エルミート行列は、いずれも正規行列であり、実際 [A] は [C] に、[B] は [D] に含
まれ、[C],[D] を示せば、そこから [A],[B] は導かれる。また、[1] で紹介したエルミー
ト行列、歪エルミート行列の対角化や、対称行列、交代行列の標準形への変形も実は
上の [C],[D] に含まれ、[C],[D] を示せば、[1] の内容もほぼすべて得られることになる。

よって本稿は、[C],[D] を示すことを目標とする。

なお、本稿で使用する用語、記号、定理等は [1] のものを使用する。

2 正規行列の対角化

A ∈ Mn,n(C) が正規行列とは、AA∗ = A∗A を満たすこと、と定義する。
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エルミート行列 (A∗ = A)、歪エルミート行列 (A∗ = −A)、ユニタリ行列 (A∗ = A−1)

はいずれも AA∗ = A∗A を満たし、正規行列となる。

また、「実 XX 行列」とは、「XX 行列」で成分がすべて実数のものを指すことにする。
例えば A が実正規行列とは A ∈ Mn,n(R) で、A tA = tAA を満たすことを意味し、実
エルミート行列は対称行列、実歪エルミート行列は交代行列、実ユニタリ行列は直交
行列を指すことになる。

[C] は、正規行列と、ユニタリ行列で対角化できる行列が同じものであることを意味す
るが、それは [1] の定理 3.2 と次の補題 2.1 から示される。

補題 2.1 A ∈ Mn,n(C) が正規行列でかつ三角行列ならば、A は対角行列。

証明

A が上三角行列の場合に示せば、下三角行列 B に対しては、A = B∗ は上三角行列で
かつ正規行列となるので、A は対角行列となり、よって B = A∗ も対角行列となり、
下三角行列でも成り立つことになる。

よって、A = [ai,j] を、
ai,j = 0 (i > j) (1)

とする (上三角行列)。このとき、

AA∗ = [ai,j][aj,i] =

[
n∑

k=1

ai,k aj,k

]
, A∗A = [aj,i][ai,j] =

[
n∑

k=1

ak,i ak,j

]

の (m,m) 成分を比較すると、
n∑

k=1

|am,k|2 =
n∑

k=1

|ak,m|2

となるが、(1) より、1 ≤ m ≤ n なるすべての m に対し
n∑

k=m

|am,k|2 =
m∑
k=1

|ak,m|2 (2)

が成り立つことになる。このとき、j > i に対して ai,j = 0 となることを示す。

(2) の両辺を m 倍して、すべての m に関して加え、(m, k) = (i, j) とすると、左辺は、
n∑

m=1

n∑
k=m

m|am,k|2 =
n∑

i=1

n∑
j=i

i|ai,j|2

となる。一方右辺は、和の順序交換をして、(m, k) = (j, i) とすると、
n∑

m=1

m∑
k=1

m|ak,m|2 =
n∑

k=1

n∑
m=k

m|ak,m|2 =
n∑

i=1

n∑
j=i

j|ai,j|2
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となるから、この 2 つが等しいので、
n∑

i=1

n∑
j=i

(j − i)|ai,j|2 = 0 (3)

が成り立つ。この和の各項はすべて 0 以上なので、それらがすべて 0 であることに
なり、よって j ≥ i に対して (j − i)|ai,j|2 = 0 より j > i に対して ai,j = 0 が得られ、
よって A は対角行列となる。

上の証明では、(2) を m 倍して加えることを行ったが、むしろ (2) から
n∑

k=m+1

|am,k|2 =
m−1∑
k=1

|ak,m|2 (m = 1, 2, . . . , n)

として、それを m = 1 から順に見ていくことで

a1,j = 0 (j > 1), a2,j = 0 (j > 2), a3,j = 0 (j > 3), . . .

のように示す方が普通だと思うが、本稿の証明のような一度に示すやり方も可能である。

定理 2.2

A ∈ Mn,n(C) に対して、A がユニタリ行列で対角化可能であることと、A が正規
行列であることは同値。

証明

まず、あるユニタリ行列 U ∈ Mn,n(C) により B = U∗AU が対角行列となったとす
ると、

B∗ = (U∗AU)∗ = U∗A∗U

より、

BB∗ = (U∗AU)(U∗A∗U) = U∗AA∗U, B∗B = (U∗A∗U)(U∗AU) = U∗A∗AU

であり、B は対角行列なので、BB∗ = B∗B だから、

U∗AA∗U = U∗A∗AU

より AA∗ = A∗A となって、よって A は正規行列となる。

逆に A が正規行列、すなわち AA∗ = A∗A が成り立つとする。[1] の定理 3.2 より、
B = U∗AU が上三角行列となるようなユニタリ行列 U が存在する。このとき、B は、

BB∗ = U∗AA∗U = U∗A∗AU = B∗B

を満たし、よって B は正規行列でかつ上三角行列となり、補題 2.1 より B は対角行
列となるので、よって A はユニタリ行列で対角化できたことになる。
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3 実正規行列の標準形

本稿では、z = x+ yi ∈ C (x, y ∈ R) に対して、

T (z) = T (x+ yi) =

[
x −y

y x

]
∈ M2,2(R) (4)

と書くことにする。実正規行列 A の固有値は、固有多項式 fA(λ) が実数係数の n 次
式なので、

λ = µ1 ± iν1, . . . , µk ± iνk, ξ1, . . . , ξn−2k (µj, νj, ξm ∈ R, νj > 0) (5)

の形となる。

これに対し、実正規行列の標準形とは、ある直交行列 Q により変形できる

Q−1AQ = tQAQ =



T (µ1 + iν1) 0
. . .

T (µk + iνk)

ξ1
. . .

0 ξn−2k


= S1 (6)

の形のことである。

なお、[1] で紹介した交代行列の標準形 ([1] の式 (1)) は、

R(µ) =

[
0 −µ

µ 0

]
= T (µi)

より、上の (6) に含まれることがわかる。

さて、実正規行列を標準形 (6) に変形するとき、交代行列の場合同様、固有ベクトルの
実部、虚部の直交性等を示す必要があるが、その際、次の補題が重要な役割を果たす。

補題 3.1

正規行列 A ∈ Mn,n(C) の固有値を λ ∈ C, その固有ベクトルを α ∈ Cn とすると、
λ は A∗ の固有値で、α が A∗ の固有値 λ に対する固有ベクトルとなる。

証明

Aα = λα より、

0 = ∥Aα− λα∥2 = ⟨Aα− λα, Aα− λα⟩
= ⟨Aα, Aα⟩ − ⟨λα, Aα⟩ − ⟨Aα, λα⟩+ ⟨λα, λα⟩ (7)
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となるが、A は正規行列なので、

⟨Aα, Aα⟩ = ⟨α, A∗Aα⟩ = ⟨α, AA∗α⟩ = ⟨A∗α, A∗α⟩

となる。また、

⟨λα, Aα⟩ = λ⟨A∗α,α⟩ = ⟨A∗α, λα⟩,
⟨Aα, λα⟩ = λ⟨α, A∗α⟩ = ⟨λα, A∗α⟩,
⟨λα, λα⟩ = λλ⟨α,α⟩ = ⟨λα, λα⟩

となるので、(7) は、

0 = ⟨A∗α, A∗α⟩ − ⟨A∗α, λα⟩ − ⟨λα, A∗α⟩+ ⟨λα, λα⟩
= ⟨A∗α− λα, A∗α− λα⟩ = ∥A∗α− λα∥2

に等しく、よって A∗α = λα が得られる。

なお、A がエルミート行列や歪エルミート行列の場合は、A∗α が何になるかを知るこ
とは易しいが、A が正規行列というだけの場合それは簡単ではなく、それをこの補題
3.1 では、(7) のように ∥Aα− λα∥2 を考えることで、正規行列の性質をうまく生かし
てそれを求めるようにしているのが重要な工夫だと思う。

4 標準形への変形

本節で、実正規行列 A を標準形 (6) に変形する直交行列 Q を実際に構成する。

A の固有値 (5) に対し、定理 2.2 により、

U∗AU =



µ1 + iν1 0
µ1 − iν1

. . .

µk + iνk
µk − iνk

ξ1
. . .

0 ξn−2k



(8)

とするようなユニタリ行列 U が存在する。このとき U の列ベクトルを

U = [α1 β1 · · · αk βk γ1 · · · γn−2k] (9)
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とすると、これらは A の単位固有ベクトルで、Cn の正規直交基底を成し、
Aαj = (µj + iνj)αj, Aβj = (µj − iνj)βj, Aγm = ξmγm

(1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ m ≤ n− 2k)
(10)

を満たす。よって、補題 3.1 と A∗ = tA より、次がいえる。
tAαj = (µj − iνj)αj,

tAβj = (µj + iνj)βj,
tAγm = ξmγm (11)

これに対し、まずは複素ベクトル γm の実ベクトルへの取り替えから考える。固有
値 ξ1 ∼ ξn−2k のうち、r 重解を ξm1 = ξmr(= σ) とするとき、その複素固有ベクトル
γm1

, . . .γmr
は互いに直交するので線形独立で、その固有値 σ に対する固有空間

ZC(A− σE) = {z ∈ Cn | (A− σE)z = 0}

はそれらを含むため、ZC(A−σE) の次元は r 以上となるが、その次元は ZR(A−σE)

に等しい ([1] の補題 4.1) のでその次元も r 以上であり、ZR(A− σE) から r 個の直交
する実単位固有ベクトル um1 , . . . umr を取ることができる。これを実固有値 ξ1 ∼ ξn−2k

すべてに対して行えば、単位ベクトルの実固有ベクトル列 u1, . . . , un−2k ∈ Rn を取る
ことができる。同じ固有空間内では直交するものを取ったが、異なる固有値に対する
um 同士が直交することも、次のようにして示される。

ξm ̸= ξℓ のとき、(10), (11) より

(Aum, uℓ) = ξm(um, uℓ) = (um,
tAuℓ) = ξℓ(um, uℓ)

なので、(ξm − ξℓ)(um, uℓ) = 0 となり、ξm ̸= ξℓ より um ⊥ uℓ が得られる。よって
u1, . . . , un−2k は互いに直交する実単位ベクトルとなる。

次は、αj = aj + ibj (1 ≤ j ≤ k) とするとき、aj, bj, um の直交性等を示す。
(µj + iνj)αj = (µjaj − νjbj) + i(µjbj + νjaj)

(µj − iνj)αj = (µjaj + νjbj) + i(µjbj − νjaj)

より、(10), (11) を実部、虚部に分けると、
Aaj = µjaj − νjbj

Abj = µjbj + νjaj

Aum = ξmum


tAaj = µjaj + νjbj

tAbj = µjbj − νjaj

tAum = ξmum

(12)

となる。さらに、αj (1 ≤ j ≤ k) は Cn で互いに直交する単位ベクトルなので、

⟨αj,αℓ⟩ = (aj, aℓ) + (bj, bℓ) + i{(bj, aℓ)− (aj, bℓ)}

より、 {
(bj, bℓ) = −(aj, aℓ), (bj, aℓ) = (aj, bℓ) (j ̸= ℓ)

|aj|2 + |bj|2 = 1 (1 ≤ j ≤ k)
(13)

となる。

補題 4.1
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1. |aj| = |bj| = 1/
√
2 (1 ≤ j ≤ k)

2. aj ⊥ bj (1 ≤ j ≤ k)

3. j ̸= ℓ に対し、aj ⊥ aℓ, bj ⊥ bℓ, aj ⊥ bℓ

4. aj ⊥ um, bj ⊥ um (1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ m ≤ n− 2k)

証明

1. (Ax, y) = (x, tAy)、および (12) より、

(Aaj, bj) = (µjaj − νjbj, bj) = µj(aj, bj)− νj|bj|2

= (aj,
tAbj) = (aj, µjbj − νjaj) = µj(aj, bj)− νj|aj|2

となるので、νj|aj|2 = νj|bj|2 がわかり、νj > 0 より |aj| = |bj| となり、(13) より、
|aj| = |bj| = 1/

√
2 が得られる。

2. (12) より、

(Aaj, aj) = (µjaj − νjbj, aj) = µj|aj|2 − νj(aj, bj)

= (aj,
tAaj) = (aj, µjaj + νjbj) = µj|aj|2 + νj(aj, bj)

となり、よって 2νj(aj, bj) = 0 だから νj > 0 より aj ⊥ bj となる。

3. j ̸= ℓ に対し、(12)、(13) より、

(Aaj, bℓ) = (µjaj − νjbj, bℓ) = µj(aj, bℓ) + νj(aj, aℓ)

= (aj,
tAbℓ) = (aj, µℓbℓ − νℓaℓ) = µℓ(aj, bℓ)− νℓ(aj, aℓ)

となり、
(µj − µℓ)(aj, bℓ) + (νj + νℓ)(aj, aℓ) = 0 (14)

が得られる。(14) で j と ℓ を入れ替えて (13) を用いると、

(µℓ − µj)(aj, bℓ) + (νj + νℓ)(aj, aℓ) = 0 (15)

となるから、(14), (15) より 2(νj + νℓ)(aj, aℓ) = 0 となり、νj + νℓ > 0 より

(aj, aℓ) = 0 (16)

よって aj ⊥ aℓ が得られる。さらに、(13) と (16) より

(bj, bℓ) = 0 (17)
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となり bj ⊥ bℓ が得られる。なお、(14), (16) から

(µj − µℓ)(aj, bℓ) = 0

となるが、µℓ ̸= µj とは限らないので、ここから aj ⊥ bℓ は得られないことに注意す
る。次は (Aaj, aℓ) を計算する。j ̸= ℓ, (12)、(13)、および (16) より、

(Aaj, aℓ) = (µjaj − νjbj, aℓ) = −νj(bj, aℓ) = −νj(aj, bℓ)

= (aj,
tAaℓ) = (aj, µℓaℓ + νℓbℓ) = νℓ(aj, bℓ)

となり、(νj + νℓ)(aj, bℓ) = 0 なので、aj ⊥ bℓ が得られる。

4. (12) より

(Abj, um) = (µjbj + νjaj, um) = µj(bj, um) + νj(aj, um)

= (bj,
tAum) = ξm(bj, um)

となり、よって
(µj − ξm)(bj, um) + νj(aj, um) = 0 (18)

となる。また、

(Aum, bj) = ξm(um, bj)

= (um,
tAbj) = (um, µjbj − νjaj) = µj(um, bj)− νj(um, aj)

より
(ξm − µj)(bj, um) + νj(aj, um) = 0 (19)

となるので、(18), (19) より 2νj(aj, um) = 0 となり、νj > 0 より

(aj, um) = 0 (20)

よって aj ⊥ um が得られる。また、(12), (20) より、

(Aaj, um) = (µjaj − νjbj, um) = −νj(bj, um)

= (aj,
tAum) = ξm(aj, um) = 0

となり、νj(bj, um) = 0, よって νj > 0 より bj ⊥ um が得られる。

âj =
√
2 aj, b̂j =

√
2 bj とすると、この補題 4.1 により

âj, b̂j, um (1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ m ≤ n− 2k)

は Rn の正規直交基底となり、

Q = [â1 b̂1 · · · âk b̂k u1 · · · un−2k]
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は直交行列で、
Aâj = µj âj − νj b̂j, Ab̂j = µj b̂j + νj âj, Aum = ξmum

より、(6) の S1 に対し AQ = QS1 が成り立つことがわかる。

これで、U を元に実正規行列を標準形に直す直交行列 Q が構成できたことになる。

5 直交行列の標準形

直交行列も実正規行列なので、前節の標準形 S1 に変形できる。直交行列の固有値につ
いては、次のことが知られている。

定理 5.1 直交行列 A の固有値 λ ∈ C はすべて |λ| = 1 となる。

証明

λに対する Aの固有ベクトルを α ∈ Cn とする (α ̸= 0)。Aα = λα, A∗ = tA, tAA = E

より、
⟨Aα, Aα⟩ = ⟨α, tAAα⟩ = ⟨α,α⟩ = |α|2

= ⟨λα, λα⟩ = λλ⟨α,α⟩ = |λ|2|α|2

となる。|α| ̸= 0 より、|λ|2 = 1、よって |λ| = 1 が得られる。

この定理 5.1 により、直交行列 A の固有値 λ は、
λ = 1 (ℓ 重解)、− 1 (m 重解)、e±iθ1 , . . . , e±iθk (ℓ+m+ k = n, 0 < θj < π)

と書け、
T (eiθj) = T (cos θj + i sin θj) =

[
cos θj − sin θj
sin θj cos θj

]
によって直交行列の標準形は

T (eiθ1) 0
. . .

T (eiθk)

1
. . .

1

−1
. . .

0 −1
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となる。

6 最後に

1 節でも述べたが、本稿の内容は、ほかの本や文書でも紹介しているものがあるから、
さほど本稿自体に意味があるものでもない。むしろ、自分への備忘録としてまとめた
ものである。

学生の頃に受けた線形代数の講義では、ユニタリ行列による対角化等の話も聞いたよ
うな気はするのだが、その後使わなかったためかほとんど覚えていなかったし、当時
もそれほど意識していなかった。ただ、多分聞いたことがないわけではなく、覚えて
いないだけだと思うので、当時の講義の問題ではなく、もちろん私の問題である。

また、微分方程式の分野では、本稿のような標準形よりも、むしろ Jordan 標準形の方
が良く用いられるので、そちらは意識しているが、ユニタリ行列や直交行列による標
準形はあまり使ったことがなく、大学の線形代数の講義でもこのあたりまで進むこと
はないので、その後も思い出す機会はほぼなかった。

よって、本稿と [1] のように、これらを学び直す機会は、個人的にはだいぶ有意義で
あったし、私の備忘録としての意味はあったと思う。
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